DAS RIEMANN-INTEGRAL

ANDRAS BATKAI

1. STAMMFUNKTIONEN

Im Folgenden mochten wir uns mit der Umkehrung der Operation des Differenzierens beschéftigen.
Dazu folgende Definition.

1.1. Definition. Sei f eine reell-reelle Funktion, D(f) = I ein Intervall'. Wir sagen, dass die Funktion
F : I — R eine Stammfunktion oder ein unbestimmtes Integral der Funktion f ist, wenn F differenzierbar
ist und F'(z) = f(z) fir alle z € T gilt.

Es ist leicht einzusehen, dass, wenn F' eine Stammfunktion von f ist, auch F' + K fiir eine beliebige
Konstante K € R eine Stammfunktion von f ist. Im letzten Semester haben wir gesehen (freilich mit
anderem Wortgebrauch), dass, wenn F' und G zwei Stammfunktionen einer auf einem Intervall definierten
Funktion f sind, ein K € R existiert, sodass F(x) — G(z) = K fiir alle z gilt. Die Stammfunktion ist also
immer nur bis auf eine Konstante bestimmt, sie ist nicht eindeutig.

Wir fiihren eine Bezeichnung fiir die Menge der Stammfunktionen ein. Vorab bemerken wir, dass die
Bezeichnung vielleicht vom logischen Standpunkt aus nicht perfekt ist, wir sie aber dennoch verwenden,
weil sie in der nationalen und internationalen Literatur weit verbreitet ist; es ist im Wesentlichen die seit
Leibniz gebrauchliche Bezeichnung und kann mit den entsprechenden Vereinbarungen prazise gemacht
werden. Sei D(f) = I ein Intervall und bezeichne die Menge der Stammfunktionen von f mit

/f(a:)d:c::{F:I%R . P = f}.

Weitere gebrauchliche Bezeichnungen:

[t@ar= [ 1= [ 1@~ [ sar

Uber den Ursprung der Bezeichnung werden wir im Kapitel iiber das Riemann-Integral noch sprechen.
Den Vorhergehenden entsprechend gilt also, wenn F' eine Stammfunktion der Funktion f ist, wobei
D(f) = I ein Intervall ist, dass

/f(a:)dx:{F—i—C . CcR}.

Im Folgenden treffen wir die folgende Vereinbarung, teilweise angetrieben von der Vereinfachung der
Notation und aus Faulheit. Im Folgenden werden wir diese obige Menge nicht immer in solcher Ausfiihr-
lichkeit ausschreiben, sondern vereinfacht in der Form F' + C, also

/f(x)dm =F(z)+C.

Wenn wir diese Schreibweise verwenden, erinnern wir uns immer daran, dass C' hier nicht eine Zahl
bezeichnet, sondern alle moéglichen Zahlen, d.h. dieses Symbol bezeichnet nicht eine Funktion, sondern
eine Menge von Funktionen.

Die Differentiationsregeln liefern das unbestimmte Integral fiir sehr viele Funktionen. Die wichtigsten
Grundintegrale sind die folgenden:

Date: 22. Méarz 2026.
IWenn wir im Folgenden das Wort Intervall verwenden, meinen wir immer ein nicht-entartetes Intervall, d.h. ein Intervall
mit mindestens zwei Punkten.
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ot I =R, wenn o € N
/xo‘dx = iJr 7 +C, wobei I =(—00,0) oder I = (0,00) wenn o = —2,—3,...
I=(0,+00) wenn o € R, v # —1
1

/de =In|z| + C, wobei I =(—00,0) oder I = (0,00)
/cosxdwzsinx—!—C, /sinxdaj: —cosx +C
/chxdx:shm—i—C, /shxdwzchx—!—C

/e"cdx:e'”—i—C /#dxzarctgx—l—C

’ 1+ 22

dr = arshz + C, dx = arcsinz + C, I = (—1,1)

1 1
/\/1+x2 /‘/1,x2
Die Liste kann nach Belieben bis ins Unendliche fortgesetzt werden, indem man die Differentiation be-
kannter Funktionen umkehrt, z.B.

1 1
/ 5—dr =tgz + C, /a:efzdx =Z¢” +C.
cos?® x 2

Nach den Stammfunktionen der elementaren Funktionen kénnen wir zu den Rechenregeln des unbe-
stimmten Integrals {ibergehen. Da die Differentiation eine lineare Operation ist, ergibt sich sofort, dass
dies auch fiir die Integration gilt, also

/(af—l—bg)za/f—i—b/g.

Leider verhélt sich die Differentiation bei Multiplikation und Komposition nicht so schén, daher haben
wir bei komplizierteren Funktionen nur fallweise Methoden. Mit der Multiplikation héngt die partielle
Integration zusammen, welche die Formel

/Fg:FG—/fG

bezeichnet. Hierbei sind F’ = f, G’ = g und D(f) = D(g) = I ein Intervall.
Im Zusammenhang mit der Komposition ist anschaulich klar, dass

/(Fog)g/:FongC.

Wichtige Spezialfille dieser Formel sind die folgenden:

/f(aerb):éF(aerb)qLC,

Die Zusammenhénge sind sinngeméf immer auf dem entsprechenden Intervall definiert. Die Identitét fiir
das Integral der Komposition wird durch die folgende Aussage prazisiert, die die Substitutionsregel der
Integration formuliert.

1.2. Satz. Seien D(f) =1, D(g) = J Intervalle, ¢'(t)
Funktion (f o g)g’. Dann existiert g—* und F(x) := ®

d.h.
JECZE

#0, g(J) =1, und sei ® eine Stammfunktion der
(g71(x)) ist eine Stammfunktion der Funktion f,

flg(t)g'(t)dt.

—
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Beweis. Aus dem Satz von Darboux folgt, dass entweder ¢’ auf dem Intervall .J ein konstantes Vorzei-
chen hat, sodass g streng monoton ist. Also h := g~!. Nach dem im letzten Semester Gelernten ist h
differenzierbar und

Wir erinnern daran, dass

Also
d 1

Fl(z) = —@(h(2)) = '(h(2))W(2) = f(g(h(2)))g' (h(z))h'(z) = f(:v)g’(h(:v))m = f(z).

Schlieflich weisen wir darauf hin, dass rationale gebrochene Funktionen sowie rationale gebrochene
Funktionen von trigonometrischen und Exponentialfunktionen in den Ubungen behandelt wurden. Bei-
spiele zur Anwendung der Regeln kamen in den Ubungen vor oder sind in Barnabas Barczys Buch
Integralrechnungfu finden.

2. RIEMANN-INTEGRAL

2

Zuvor konnten wir sehen, dass die Umkehrung der Differentialrechnung, die Suche nach Stammfunk-
tionen durch Umkehrung der Differentiationsregeln, sehr fallspezifisch ist. In Spezialfiillen erhalten wir
eine Antwort, und selbst wenn wir uns eine riesige Menge an Tricks aneignen, kbnnen wir uns unserer
Sache nicht sicher sein. Nun mdchten wir nach einem allgemeineren Prinzip suchen.

Das Problem, neu formuliert und vereinfacht, ist folgendes. Sei D(F') = [a, b] ein Intervall, die Funktion
F sei unbekannt. Gegeben ist die Zahl F'(a) und die Funktion F’(z) = f(x). Die Frage ist, ob wir den
Funktionswert F'(b) irgendwie bestimmen konnen. Natiirlich interessiert uns der Wert der Funktion F
in jedem beliebigen Punkt « € [a,b], aber wenn wir die Rolle des Punktes b danach beliebig verindern,
kénnen wir offensichtlich den Funktionswert in jedem Punkt erhalten. Auf theoretischer Ebene kénnen
wir die Frage schnell erledigen, denn im letzten Semester haben wir alles gelernt, was zur Beantwortung
notig ist. Nach dem Mittelwertsatz von Lagrange gibt es namlich ein 7 € (a,b), sodass

F(b) = F(a) + f(n)(b— a).

Damit besteht leider das Problem, dass es in der Praxis unbrauchbar ist, da wir nicht wissen, wo genau
sich der Punkt n befindet. Wir haben in der Vorlesung auch gesehen, dass, wenn wir den Wert F'(b) nicht
exakt, sondern nur ndherungsweise erhalten wollen, die obige Darstellung ebenfalls nicht hilft, da wir uns
sehr stark irren kénnen, wenn wir zuféllig einen Punkt & € (a,b) wéhlen und versuchen, die Zahl F(b)
durch den Wert F(a)+ f(§)(b—a) zu ersetzen. Ein schwacher Hoffnungsschimmer kann jedoch aufleuchten:
Wir kénnen uns aus dem letzten Semester daran erinnern, dass sich eine differenzierbare Funktion auf
einem sehr kleinen Intervall im Wesentlichen wie eine lineare Funktion verhélt. Wir kénnen also die
Genauigkeit des obigen Verfahrens verbessern, indem wir das Intervall [a,b] in sehr kleine Teilintervalle
zerlegen und das Verfahren dort ausreichend oft wiederholen. Sei also a = 29 < 21 < ... < z, = b,
7 € [2-1, ;] geméf dem Mittelwertsatz von Lagrange so, dass

F(x;) = F(wi1) = f(ni)(xi — Ti1)-

Dann erhalten wir, wenn wir diese Beziehungen nach ¢ summieren, dass
F(b) = F(a) =) f(n)(wi — wi-1).
i=1

Wir kénnen hoffen, dass, wenn wir das Intervall [a, b] in sehr viele kleine Intervalle zerlegen, wir, da die
differenzierbare Funktion auf den kleinen Intervallen im Wesentlichenllinear ist, insgesamt keinen grofsen
Fehler begehen, wenn wir anstelle von 7); zufillig Punkte &; aus den Intervallen [z;_1, 2;] wihlen.

2Dieses Kapitel ist noch nicht fertig!
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Leider garantiert jedoch nichts, dass wir durch Addition der vielen kleinen Fehler am Ende nicht
wieder einen grofen Fehler erhalten. Diesen Makel kénnen wir am einfachsten beheben, indem wir genau
dies von der Funktion f fordern. Um prézise und verstéandlicher zu machen, was wir tun, miissen wir
einige Konzepte und Definitionen einfiihren. Sei [a, b] ein nicht-entartetes abgeschlossenes Intervall, a =
T < 1 < ... < T, = b eine Zerlegung. Zur weiteren Vereinfachung der Notation werden wir auf
die Zerlegung als Z := {xg,x1,... 2, } verweisen, d.h. wir werden die Menge der Zerlegungspunkte als
Zerlegung bezeichnen. Bezeichne I}, = [x;_1, z%] ein Teilintervall der Zerlegung, k = 1,2, ...n. Hierbei ist
es unerheblich, ob wir offene, abgeschlossene oder halboffene Intervalle wéhlen, da spéter iiberall nur die
Lange der Intervalle eine Rolle spielen wird. Hier miissen wir uns nun der Eindeutigkeit halber fiir etwas
entscheiden. Bezeichne ferner |Ij| die Lange des Intervalls Iy, und sei |Z| := max{|I;| : k=1,2,...,n} die
Feinheit der Zerlegung. Fiir eine gegebene Zerlegung bezeichne &€ = (&1, &, ..., &,) jenen n-dimensionalen
Vektor, fiir den & € int Iy = (xk_1,xk) gilt. Fiir spitere Verweise nennen wir einen solchen Vektor
Stiitzstellenvektor®.

Schlieflich kénnen wir zu einer gegebenen Zerlegung Z und einem dazugehdrigen Stiitzstellenvektor &
einen Ausdruck definieren, den wir als die zur Zerlegung gehoérende Riemann-N&dherungssumme bezeich-
nen. Sei

S(fa Zvé) = S(Za 5) = f(fl)(l‘l - ﬂUo) + f(§2)(x2 - xl) +...+ f(gn)(xn - xn—l)

n n

= Zf(ni)(xi —Ti1) = Zf(m)lM

i=1 =1

Basierend auf dem Vorhergehenden miissen wir die folgende Eigenschaft von der Funktion f fordern, da-
mit unsere Konstruktion zur Bestimmung von F'(b) funktioniert. Wir fithren den Begriff fiir eine beliebige
Funktion f ein, da seine Niitzlichkeit weit iiber das in der Einleitung behandelte Problem hinausgeht.

2.1. Definition. Sei D(f) = [a, b] ein Intervall. Wir sagen, dass f Riemann-integrierbar ist, wenn fiir jede
Zerlegungsfolge mit |Z,| — 0 und jede beliebige Stiitzstellenvektor-Folge (5(")) die Folge der Riemann-
Niherungssummen S(Z,, &™) konvergiert.

Es ist leicht, sich indirekt mit der Methode des Ineinandermischens (Reiftverschlussprinzip fiir Folgen)
Folgendes zu iiberlegen.

2.2. Behauptung. Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann kénnen die Riemann-Ndherungssummen nur
eine Art von Grenzwert haben.

Dies berechtigt uns, fiir den gemeinsamen Grenzwert eine Bezeichnung einzufiihren.
b
/ f(@)dz == lim S(Z,,&™),
a n—oo
wobei Z, und & (") wie in der Definition der Riemann-Integrierbarkeit beschrieben gewéhlt wurden.

2.3. Bemerkung. Bernhard Riemann [1826-1866]...

Bevor wir zur Beantwortung des in der Einleitung aufgeworfenen Problems zuriickkehren, wollen wir
uns ein wenig mit dem Begriff und den Grundeigenschaften des Riemann-Integrals beschéftigen, da aus
der komplizierten Definition vielleicht etwas schwer ersichtlich ist, worum es eigentlich geht. Aus dem
Begriff des Folgengrenzwerts ergibt sich sofort die folgende Umformulierung.

2.4. Behauptung. FEs gilt genau dann, dass f : [a,b] = R Riemann-integrierbar ist und S = f: f(x)dx,
wenn zu jeder Zahl e > 0 ein 6 > 0 existiert, sodass fir jede Zerleqgung mit |Z| < § und jeden beliebigen
dazugehdrigen Stitzstellenvektor € gilt:

15(2,8) = S| <e.
Auch das Cauchy-Kriterium lésst sich miihelos umformulieren.

3Diese Bezeichnung taucht wahrscheinlich nirgendwo anders auf und ist vielleicht nicht sehr gliicklich. Ich bin dankbar,
wenn jemand einen besseren Vorschlag hat.
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2.5. Behauptung (Cauchy-Kriterium). Die Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar,

wenn zu jeder Zahl € > 0 ein § > 0 existiert, sodass fir alle Zerlegungen |Z1|, |Z2| < & und beliebige
dazugehdrige Stiitzstellenvektoren S(l) und 5(2) gilt:
S(Zlag(l)) - 5(2275(2)) <é&.

Um unsere Notationen weiter zu vereinfachen, fiihren wir Symbole fiir Mengen von Funktionen mit
bestimmten Eigenschaften ein, die auf einem gegebenen Intervall [a, b] definiert sind.

Rla,b] :={f : [a,b] = R : D(f) = [a,b], f Riemann-integrierbar },
Cla, bl == {f :[a,b] = R : D(f) = [a,b], f stetig },
Bla,b] :={f : [a,b] = R : D(f) = [a,b], f beschrankt }.

Nach dem bisher Gelernten sind C|[a, b] und Bla,b] Vektorrdume und es gilt C|a,b] C Bla,b].

2.6. Behauptung. Wenn f,g € R[a,b], dann gilt fir beliebige ¢,d € R, dass (cf + dg) € Ra,b] und

b b b
/ (cf(z) +dg(z))dx = c/ f(z)dx + d/ g(z)dz.
Rla,b] ist also ein Vektorraum und das Integral ist linear, d.h. [ € Hom(R]a,b],R).

Beweis. Sei Z eine Zerlegung des Intervalls [a, b] und £ ein beliebiger dazugehériger Stiitzstellenvektor.
Anhand der Definitionen ist leicht ersichtlich, dass dann

S(ef +dg,2,8) = cS(f,2,8) +dS(g, Z,§).
Die Behauptung folgt aus der Definition des Riemann-Integrals. O
Es ist wichtig, dass das Integral monoton ist.

2.7. Behauptung. Sei f,g € Ra,b] und f(x) > g(x). Dann gilt

/a ' flayde > / " @)

Speziell, wenn f > 0, dann ist ff f(z)dxz >0, also ist das Integral positiv.

Wenn zwei integrierbare Funktionen sich nicht stark voneinander unterscheiden, dann auch ihr Integral
nicht.

2.8. Behauptung. Sei f,g € R[a,b] und nehmen wir an, dass eine Menge D C [a,b] existiert, fir die
D = [a,b] gilt, d.h. D ist dicht, und fiir alle x € D gilt f(x) = g(z). Dann

/ab fl@)dx = /abg(x)dx.

Beweis. Wir wihlen die Koordinaten des Vektors £ aus der Menge D, somit

S(faZ7£) = 5(9’275)'
O

Eine wichtige Folgerung dieser Aussage ist, dass die Dirichlet-Funktion nicht Riemann-integrierbar sein
kann.

Wir schliefsen die Untersuchung der direkten Folgerungen aus der Definition mit einer Grundeigenschaft
ab, die fiir das Folgende sehr wichtig ist.

2.9. Behauptung. Die Riemann-integrierbaren Funktionen sind beschrinkt, d.h. Rla,b] C Bla,b].
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Beweis. Wir nehmen indirekt an, dass ein f € R|a,b] existiert, sodass f ¢ Bla,b], d.h. f ist nicht
beschrinkt. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass sup ¢, ) f(2) = +00. Dann existiert ein 2 €
[a, b], sodass fiir jede Zahl € > 0 gilt

sup{f(z) : = € B(z0,¢) N]a,b]} = +o0.

Diese letztere Aussage folgt aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafs auf folgende Weise. Sei zj, eine Folge,
fiir die f(zx) > k fiir jede Zahl k € N gilt. Eine solche existiert, da f unbeschriankt ist. Nach dem Satz
von Bolzano-Weierstraf hat diese Folge einen Haufungspunkt, bezeichne z; einen solchen Haufungspunkt.
Dieser Punkt besitzt offensichtlich die obige Eigenschaft.

Sei Z = {xg,1,...,2,} eine feste Zerlegung des Intervalls [a, b]. Dann existiert ein m € {1,2,...,n},
sodass zg € I, = [Tm—1,Zm]. Der Einfachheit halber kénnen wir annehmen, dass wir eine Zerlegung Z
gewahlt haben, sodass zg € int I, = (-1, Tm)-

Sei K > 0 beliebig und £ ein beliebig zur Zerlegung Z gewahlter Stiitzstellenvektor. Bezeichne

= > f(&)kl-

k=1,k#m

Dann existiert aufgrund der Wahl des Punktes zy ein z € (-1, Zm), sodass f(z) > Iffll/. Sei &’ jener

Stiitzstellenvektor, fiir den &), = & wenn k # m und £, = z. Dann ist

S(Z,&) =Y FEN > T+ (K -T') = K.
k=1

Zu einer festen Zerlegung Z existiert also fiir jede beliebige Zahl K > 0 ein Stiitzstellenvektor &', sodass
fiir die zugehorige Riemann-Néherungssumme S(Z,€") > K gilt. Fiir die Riemann-Integrierbarkeit ist es
jedoch erforderlich, dass die zur Funktion f gehérenden Riemann-N#dherungssummen eine beschrinkte
Menge bilden, somit widerspricht dies unserer indirekten Annahme. O

Die Dirichlet-Funktion kann ein Beispiel dafiir sein, dass R[a,b] # Bla,b], d.h. die Inklusion in der
obigen Aussage ist echt. Bei einer beschrinkte Funktion spielt ihr Supremum eine wichtige Rolle, daher
fithren wir dafiir eine eigene Bezeichnung ein. Fiir eine Funktion f € Bla, b] sei

[flloc := sup{[f ()] : = € [a,b]}.
Dies wird iiblicherweise als die Unendlichkeits- oder Supremumsnorm der Funktion f bezeichnet.

2.10. Korollar. Sei f € R[a,b]. Dann gilt

/ub f(z)dz

Beweis. Aus der vorherigen Behauptung wissen wir, dass f € B[a,b]. Sei Z eine beliebige Zerlegung des
Intervalls [a,b] und € ein dazugehdriger Stiitzstellenvektor. Die gewiinschte Ungleichung folgt aus der
offensichtlichen Beziehung

< [ flloe - (b—a).

]

Schlieflich erwdhnen wir, dass die Definition iber Riemann-Ndherungssummen auf natiirliche Weise
auch auf den Fall erweitert werden kann, wenn b < a. Unter Verwendung dieser Konvention erhalten wir

die sehr wichtige Beziehung, dass
b a
/ fl@)dx = 7/ f(x)dx.
a b

Wir koénnen auch einpunktige Intervalle zulassen; auf diese konnen wir den Integralbegriff mit der
trivialen Beziehung

/aaf(x)dz =0

erweitern.
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Es ist wichtig zu erwéihnen, dass die vielleicht wichtigste anschauliche Bedeutung des Riemann-Integrals
mit der Flachenberechnung zusammenhéngt. Den Flacheninhalt von ebenen Figuren haben wir bisher im
Allgemeinen nicht definiert, dies werden wir im néchsten Semester tun. Jetzt bemerken wir nur, wie es
sich lohnt, unter Verwendung der anschaulichen Bedeutung des Riemann-Integrals den Flacheninhalt einer
speziellen, von einem Funktionsgraphen begrenzten Figur zu definieren. Sei D(f) = [a, b, f(x) > 0 und sei
f Riemann-integrierbar. Bezeichne M(f) := {(m, YWeER? :a<z<y 0<y< flx } Den Flacheninhalt
der ebenen Figur M (f) definiert man als

b
)i= [ fado
a

Aus Platzmangel kénnen wir hierzu nicht mehr sagen, wird spédter in mehr Detail behandelt. Nun
kehren wir zur Behandlung des in der Einleitung aufgeworfenen Problems zuriick. Der folgende Satz ist
das bedeutendste Ergebnis der gesamten Integralrechnung.

2.11. Satz (Newton-Leibniz-Formel). Sei D(F') = [a,b] ein Intervall und F differenzierbar. Wenn F'(z) =
f(x) Riemann-integrierbar oder stetig ist, dann gilt

b
F(b) - F(a) = / f(z)dx

Beweis. Sei f Riemann-integrierbar. Wir wiederholen den in der Einleitung dargelegten Gedankengang.
Sei Z), = {xg mgk)7. xnk)} eine Folge von Zerlegungen des Intervalls [a, b], fir die |Z;| — 0. Durch

Anwendung des Mittelwertsatzes von Lagrange existiert in jedem Intervall I ein 777(71) (xi;’)_l,x% )),
sodass " )
F(am’) = Fx,_4)
N T m—1
Fi(ng) = flm)) = R

Sei n*) = (n) (k) n(k), . ,n(i)). Dann ist
Nk
S(Zin™®) = anw o) ol = 30 (Fal)  Feily) = FO) ~ Fla)
fiir jede Zahl k € N, da 370 =a und xnk_ =b. Da

b
klim S(Z, ™) z/ f(x)dx

b
F(b) — F(a) = / f(x)dx

Nehmen wir nun an, dass f stetig ist. Dann ist nach dem Satz von Heine f auch gleichméfig stetig,
d.h. zu jeder Zahl ¢ > 0 existiert ein 6 > 0, sodass fiir jedes Zahlenpaar z,y € [a,b] mit |z —y| < §
gilt, dass |f(z) — f(y)| < 3= Intervalls [a, b] ist, fir die |Z| < §, und £ ein
beliebiger dazugehdriger Stiitzstellenvektor ist, dann ist

erhalten wir, dass

n

|F(b) = F(a) = S(Z,&)| = | > (f(1n) = f(&n)) I

m=1

n
g g
< m§::l|,n| ——(b—a) =z,

wobei wir die Punkte 7,,, wie oben durch Anwendung des Mittelwertsatzes von Lagrange gewéhlt haben.
O

2.12. Bemerkung. Isaac Newton [1642-1727] ...

Wir haben also gesehen, dass bestimmte Integrale unter bestimmten Umstdnden mit den Stammfunk-
tionen in Verbindung gebracht werden kénnen. Es ist wichtig zu erwiihnen (und in der Priifung Beispiele
dafiir zu bringen...), dass allein die Tatsache, dass f Riemann-integrierbar ist, noch nicht bedeutet, dass
sie eine Stammfunktion hat, und dass es vorkommen kann, dass f eine Stammfunktion hat, aber den-
noch nicht Riemann-integrierbar ist. Im verbleibenden Teil des Kapitels versuchen wir, den Begriff des
Riemann-Integrals zu verstehen und brauchbare Kriterien fiir die Riemann-Integrierbarkeit anzugeben.
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Wir haben gerade gesehen, dass Ableitungsfunktionen, die stetig sind, auch Riemann-integrierbar sind.
Unser néchstes Ziel wird es sein zu zeigen, dass jede stetige Funktion Riemann-integrierbar ist. Damit
wird natiirlich der Beweis des zweiten Teils des vorherigen Satzes iiberfliissig.

Bevor wir fortfahren, ist es niitzlich, einen Begriff einzufiihren, der bei der Untersuchung der Stetigkeit
hilfreich ist.

2.13. Definition. Sei D(f) = [a,b], H C [a,b]. Die Oszillation der Funktion f auf der Menge H ist der
Ausdruck
Q(H) :=sup f(H) —inf f(H) = sup{[f(x) = f(y)| : 2,y € H}

Aus der Definition folgt, dass fiir jede feste Zahl x € [a, b] die Funktion
0 <0 Qp(B(z,06) Nla, b))
monoton wéchst. Da eine monotone Funktion in jedem Punkt einen Grenzwert hat, ist folgendes sinnvoll.
2.14. Definition. Sei D(f) = [a,b], z € [a,b]. Die Oszillation im Punkt x der Funktion f ist
wr(x) = 51—i>%1+ Qs (B(z,6) Na,b]) > 0.
Die Ostzillation in einem Punkt ist eng mit dem Begriff der Stetigkeit verbunden.

2.15. Satz. Die Funktion f € Bla,b] ist genau dann im Punkt x € [a,b] stetig, wenn ws(x) = 0.

Beweis. Nehmen wir an, dass f im Punkt x € [a, b] stetig ist. Dann existiert zu jeder Zahl e > 0 ein 7 > 0,
sodass fiir jeden Punkt y € B(x,n) N [a,b] gilt |f(z) — f(y)| < §. Also gilt fiir alle y, z € B(z,n) N [a, b]

[f(y) = FR) < |f(y) = f) + [f(z) = f(2)] <&,

d.h. Q¢(B(x,n) N [a,b]) <e.

Da Qy(B(z,d)N]a, b]) eine monotone Funktion von 4 ist, ist fiir alle 0 < § < n erfiillt, dass Q(B(x,d)N
[a,b]) < e. Folglich ist lims_,o4 Q¢(B(x,d) N [a,b]) = 0.

Umgekehrt, wenn wir annehmen, dass wy(x) = 0, dann folgt, dass zu jeder Zahl ¢ > 0 ein § > 0
existiert, sodass Qy(B(x,0) Nla,b]) < €, also fiir jedes y € B(x,d) N Ja, b] gilt aufgrund der Definition der
Zahl Qy, dass |f(z) — f(y)| <e. O

Im Folgenden benétigen wir den Begriff der Verfeinerung einer Zerlegung. Sei [a, b] ein nicht-entartetes
Intervall. Wir sagen, dass die Zerlegung Z’ eine Verfeinerung der Zerlegung Z ist, wenn Z’' > Z. Offen-
sichtlich ist dann |Z'| < |Z|. Wenn Z; und Z5 zwei Zerlegungen sind, dann nennen wir die Zerlegung
Z = 71 U Zy ihre gemeinsame Verfeinerung.

2.16. Lemma. Sei f € Bla,b] und sei Z eine Zerlegung des Intervalls [a,b]. Nehmen wir ferner an,
dass ein K > 0 existiert, sodass Qy(I) < K fir alle k = 1,2,...,n gilt, wobei I}, das zur Zerlegung Z
gehorende Teilintervall ist. Wenn Z' eine Verfeinerung von Z ist, dann gilt fir alle Stiitzstellenvektoren
& und &'

1S(2,6) — S(2,€)] < K(b—a).

Beweis. Seien I, I, ... I, die Teilintervalle der Zerlegung Z und I1, I}, ..., I, die der Zerlegung Z'. Da

7' eine Verfeinerung von Z ist, ist m > n und es existieren Zahlen mg = 0,my, ma, ..., m, = m, fur die
Iy=1, Ul  ,U---UI gilt Also

FElIEl = > FENr] Sl - > el
i=mp_1+1 i=mp_1+1 i=mp_1+1
SOE&) - FEI <K > | = K|

i=mg_1+1 i=mg_1+1

IN
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Daraus folgt jedoch, dass

1S(Z,€) — S(Z',&)| = FEIEl = > FEHI]

i=mp_1+1

= 11

FEIIR = D FEDIN| < K> || = K(b-a).
k=1

i=mg_1+1

=~
Il
_

O

2.17. Satz. Jede auf einem abgeschlossenen Intervall definierte stetige Funktion ist Riemann-integrierbar,
d.h. Cla,b] C Ra,b).

Beweis. Sei f € Cla,b]. Nach dem Satz von Heine ist f auch gleichméfig stetig, was wir unter Verwendung
des Oszillationsbegriffs folgendermafsen formulieren kénnen. Zu jeder Zahl € > 0 existiert ein § > 0,
sodass fiir jedes Intervall J C [a,b], fiir das |J| < §, erfillt ist, dass Q;(J) < 2(b o)
Zy zwei Zerlegungen, deren Feinheit |Z1|,|Z2| < 6 ist, und bezeichne Z ihre gemeinsame Verfeinerung.
Durch Wahl beliebiger dazugehoriger Stiitzstellenvektoren &1, €2 und £ erhalten wir unter Anwendung

. Seien Z7 und

des vorherigen Hilfssatzes, dass
|S(Z17€1) - S(Z2552)| < |S(217€1) - S(Zv €)| =+ |S(Za f) - S(Z27£2)|

€ £
< 2(b_a)(b—a)+2(b_a)(b—a):5.

Mit der Umformulierung des Riemann-Integrals durch das Cauchy-Kriterium erhalten wir die Behaup-

tung. ]

Wir werden spéter beim Lebesgue-Kriterium sehen, dass die Stetigkeit in engem Zusammenhang mit
der Integrierbarkeit steht. Es ldsst sich leicht beweisen, dass das Integral einer stetigen Funktion inter-
valladditiv ist. Spater werden wir dies fiir das Integral einer beliebigen Funktion sehen.

2.18. Korollar. Sei f € Cla,b]. Dann ist f auf jedem abgeschlossenen Teilintervall des Intervalls [a, b)
integrierbar und fir jedes Zahlentripel a1, as, a3 € [a,b] gilt

/f dx—/ fla dx—l—/ fl@

2.19. Korollar. Jede Funktion f € Cla,b] besitzt eine Stammfunktion, zum Beispiel

2) = / " Ftyat

Beweis. Da in diesem Fall f auf jedem Teilintervall des Intervalls [a,b] Riemann-integrierbar ist, ist
die obige Definition sinnvoll. Wir zeigen, dass die so definierte Funktion F' in einem beliebigen Punkt
xo € |a, b] differenzierbar ist. Sei also xg € [a, b] fest und = € [a,b],  # x¢. Nach dem vorherigen Korollar

gilt
/ f(t dt+/ f@@)dt = / f(t)dt, also umgestellt F'(z) F(xo):/ ft)de

/fxo dt = f(zo) - / 1dt = f(xo)(z — o),

erhalten wir, dass
F(x) — F(x 1
( ) ( 0) p( O)

r — X0 T — X0

/ "R - Feo).

Wir miissen zeigen, dass dieser Ausdruck gegen null konvergiert, wenn x gegen x( strebt. Dazu nutzen
wir die Stetigkeit von f, die wir bisher nicht direkt verwendet haben. Laut Voraussetzung existiert zu
jeder Zahl € > 0 ein § > 0, sodass fiir jeden Punkt ¢ € (z¢ — 9,29 + ) N [a, ]

[f(t) = f(zo)| <&
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gilt. Sei |z — xo| < 0, dann ist

F(zx)—F 1
F) = Flao) _ ¢ ‘_ / £(t) = flao)ldt < elz — 20| = e.
T —xo |z — o] |z — 0]
Also existiert F'(zg) = f (o). O

Eine wichtige Folgerung aus dem Bisherigen ist der Mittelwertsatz.

2.20. Behauptung. Sei f € Cla,b|. Dann gibt es ein & € (a,b), sodass

/ f(@)ds = F(€)(b - a).

Beweis. Es gilt, dass
I[mbr]lf b—a) /f das<maxf (b—a).

Da f stetig ist, konnen wir den Satz von Bolzano anwenden, um die Existenz eines £ mit der gewiinschten
Eigenschaft zu zeigen. U

2.21. Bemerkung. Die Existenz der Stammfunktion einer stetigen Funktion und der Mittelwertsatz sind
aquivalent. Aus dem Ersten folgt das Zweite mit dem Mittelwertsatz von Lagrange, aus dem Zweiten das
Erste mit einfachen Stetigkeitsiiberlegungen.

Im Folgenden bendtigen wir die Begriffe der unteren und oberen Ndherungssumme. Fithren wir dazu
die folgenden Bezeichnungen ein. Sei f € Bla, b], Z eine Zerlegung des Intervalls [a,b], Iy = [tx—1,zx] ein
Teilintervall davon. Bezeichne

my :=1inf f(I) = inf{f(z) : © € [vr_1, 7]}
und

My, :=sup f(Ix) = sup{f(z) : © € [wp—1, s}

2.22. Definition. Unter der zur Zerlegung Z gehdrenden unteren Ndiherungssumme verstehen wir den
Ausdruck

Z) =" m|Ll
k=1

und unter der zur Zerlegung Z gehoérenden oberen Ndherungssumme verstehen wir den Ausdruck

Z) = M|Ll.
k=1

Es ist wichtig zu bemerken, dass dies im Allgemeinen nicht unbedingt Riemann-N&herungssummen
sind, da nichts garantiert, dass das gegebene Infimum und Supremum angenommen wird. Es lassen sich
jedoch immer beliebig nahe Funktionswerte finden. Die unteren und oberen N#herungssummen sind
sehr praktisch, da sie iiber sehr wichtige Monotonieeigenschaften verfiigen, die allgemeine Riemann-
Néherungssummen nicht haben.

2.23. Lemma. Sei f € Bla,b]. Dann gelten die folgenden FEigenschaften.

(a) Wenn Z eine Zerlegung des Intervalls [a,b] ist, dann gilt s(Z) < S(Z).

(b) Wenn Z eine Zerlegung des Intervalls [a,b] ist und Z' D Z, dann gilt s(Z) < s(Z
(c) Wenn Z eine Zerlegung des Intervalls [a,b] ist und Z' D Z, dann gilt S(Z) > S(Z
(d) Wenn Zy und Zy beliebige Zerlegungen des Intervalls [a,b] sind, dann gilt s(Z;) <

)
-
5(Za2)-
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Beweis. Aussage (a) ist nach Definition offensichtlich. Der Beweis der Aussagen (b) und (c) verldauft Wort
fiir Wort gleich, weshalb wir hier nur (b) beweisen. Da die Zerlegung Z’ eine Verfeinerung der Zerlegung
Z ist, haben wir sie so erhalten, indem wir der Zerlegung Z endlich viele Punkte hinzugefiigt haben.
Daher reicht es eigentlich, den Fall zu untersuchen, in dem die Zerlegung Z’ genau einen Punkt mehr
enthélt als die Zerlegung Z; der allgemeine Fall ergibt sich durch endlich viele Wiederholungen dieses
Gedankengangs. Sei also Z' = Z U {2'}, ;-1 < 2’ < z;. Bezeichne ferner p; := inf f([z;_1,2']) und
peo = inf f([z', z;]). Somit ist m; < uq, pe, also

mj(w]- — :L'j—l) = mj(x/ — a:j_l) -+ mj(w]- — ZL'/) § ‘Ll,l(.%l — ;vj_l) + [1,2(1']‘ — ZL'/)

Daraus folgt, dass fiir die unteren Naherungssummen gilt:

n

n

s(Z) = ka(xk — 2 1) < Z mi(zr — Th—1) + pa (2" — zj-1) + pe(z; — 2') = s(Z7).
k=1 k=1
k#j

Zum Beweis der Aussage (d) bezeichne Z = Z; U Zs die gemeinsame Verfeinerung der Zerlegungen Z;
und Zs. Durch Anwendung der Aussagen (a), (b) und (c¢) erhalten wir, dass

5(Z1) < 5(2) < $(2) < $(Z).
O

Die unteren Naherungssummen bilden also eine nach oben, die oberen Naherungssummen eine nach
unten beschrinkte Menge. Dies zeigt die Berechtigung der folgenden Definition.

2.24. Definition. Sei f € Bla,b]. Unter dem unteren Integral der Funktion f verstehen wir den Ausdruck
b
/ f(z)dx = sup{s(Z) : Z ist eine Zerlegung des Intervalls [a,b]}
< _a

und unter ihrem oberen Integral verstehen wir den Ausdruck

—b
/ f(z)dz =inf{S(Z) : Z ist eine Zerlegung des Intervalls [a, b]}.

Jede beschrinkte Funktion hat also ein unteres und ein oberes Integral, fiir die gilt, dass

/?@MS/}@M-

Eine ausgezeichnete Rolle spielen jene Funktionen, fiir die

/Zf(sc)dm = /Zf(a:)dm

Diese Funktionen nennen wir Darbouz-integrierbare Funktionen und diese obige Zahl nennen wir das
Darboux-Integral der Funktion f.

2.25. Satz. Die Funktion f € Bla,b] ist genau dann Darbouz-integrierbar, wenn zu jeder Zahl e > 0 eine
Zerlegung Z des Intervalls [a,b] existiert, sodass S(Z) — s(Z) < e.

—b
Beweis. Sei f Darboux-integrierbar und bezeichne J := fbf(x)dx = faf(x)dx. Zu einer gegebenen Zahl
€ > 0 existieren Zerlegungen Z; und Zs, sodass

J—s(Z1)<% und S(Zg)—J<%.

Sei Z = Z1 U Z,. Durch Anwendung des vorherigen Hilfssatzes erhalten wir, dass

S(Z) < 8(Zs) < J + % <s(Z)+e<s(Z)+e, also S8(Z)—s(Z)<e.
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Umgekehrt, wenn zu einer beliebigen Zahl & > 0 eine Zerlegung Z existiert, sodass S(Z) — s(Z) < e, und
man ausnutzt, dass

b —b
s(2) S/ fz)dz §/ flz)dx < S(Z),

erhélt man die Ungleichung

OS/ f(x)dx—/ flx)dz < e
fiir jede Zahl € > 0. Dies kann nur erfiillt sein, wenn f Darboux-integrierbar ist. O

Den Begriff des Darboux-Integrals haben wir eingefiihrt, um das Riemann-Integral besser zu verstehen.
Es gilt namlich Folgendes.

2.26. Satz. Die Funktion f € Bla,b| ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn sie Darbouz-integrierbar

ist. In diesem Fall gilt
b b —b
/ f(w)dx=/ f(:c)dxz/ fla)dz.

Beweis. Sei f € Rla,b] und bezeichne S := fab f(z)dz. Wir erinnern daran, dass nach Behauptung 2.9 f
beschriankt ist und nach Behauptung 2.4 zu jeder Zahl € > 0 ein 6§ > 0 existiert, sodass fiir jede Zerlegung
Z, fiir die |Z] < 6 ist, und fiir jeden beliebigen dazugehorigen Stiitzstellenvektor

S-S <8ze<S+°
2 2
gilt. Da £ ein beliebiger Stiitzstellenvektor war, gilt daher
S-S <s(2)<SZ)<S+2, alo S(Z)-s(Z)<e.

Also ist f Darboux-integrierbar.
Umgekehrt, nehmen wir an, dass f Darboux-integrierbar ist, und bezeichne J := [ b flz)dz =

—b
J f(x)dz. Laut Voraussetzung existiert zu jeder Zahl ¢ > 0 eine Zerlegung Z; des Intervalls I := [a, b],
sodass

S(Z) — s(Zy) < g

Wir zeigen, dass ein § > 0 existiert, sodass fiir jede Zerlegung Z, fiir die |Z] < ¢, erfiillt ist, dass
S(Z)—s(Z) <e.

Sei namlich Z; := Z U Z7, wobei Z eine solche Zerlegung ist. Der Schliissel zum Beweis wird die
Umformung
S(Z)—s(Z) = (5(2) — S(Z2)) + (5(Z2) — s(Z2)) + (s(Z2) — 5(Z))

sein. Da Zs eine Verfeinerung von Z; ist, gilt nach Hilfssatz 2.23

(S(Zs) — 8(2y)) < %

Wir miissen die Zahl § geschickt so withlen, dass fiir |Z| < ¢ auch der erste und dritte Summand kleiner
als § sind. Bezeichne p die Anzahl der Intervalle der Zerlegung Z;. Die Zerlegung Z> haben wir aus der
Zerlegung Z erhalten, indem wir hochstens p neue Punkte zur Zerlegung Z; hinzugefiigt haben. Nach
dem Schubfachprinzip teilen wir also héchstens p Intervalle der Zerlegung Z weiter auf. Wenn wir also
den Hilfssatz 2.16 p-mal auf beliebige Stiitzstellenvektoren & und &2 anwenden, erhalten wir, dass

1S(Z,€) — S(Z2,&2)| < p2(1)6.
Da die Stiitzstellenvektoren & und &5 beliebig wahlbar sind, gilt somit
15(2) = 5(Z2)| < pQp(1)6,  und  |s(Z) — s(Z2)| < p2p(1)6.
Wibhlen wir § := 5 dann ist fiir jede Zerlegung Z, fiir die |Z| < 4, erfiillt, dass

390, (0
S(Z)—s(Z) <e.
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Fiir eine solche Zerlegung Z und die Wahl eines beliebigen Stiitzstellenvektors £ ist erfiillt, dass
S(2) < S(2,€) < 8(2),

also

Hieraus folgt mit der entsprechenden Umformulierung der Riemann-Integrierbarkeit, dass f € R[a,b]. O

2.27. Korollar. FEs gilt genau dann f € R|a,b], wenn zu jeder Zahl e > 0 eine Zerleqgung Z des Intervalls
[a,b] ezistiert, sodass S(Z) — s(Z) < e.

Schlieflich skizzieren wir, wie man die Riemann-Integrierbarkeit mit dem Begriff der Stetigkeit charak-
terisieren kann. Dazu benétigen wir den Begriff der Nullmenge.

2.28. Definition. Wir sagen, dass die Menge H C R vom Maj§ null oder eine Nullmenge ist, wenn es zu
jeder Zahl € > 0 endlich oder abzdhlbar unendlich viele Intervalle Iy, gibt, fiir die H C Ul gilt, also die
H iiberdecken, und deren Gesamtlange kleiner als € ist, d.h. > |Ij| < e.

Wir erinnern daran, dass eine Menge H abzéhlbar unendlich ist, wenn eine Bijektion f : N — H exis-
tiert, das heifit, die Elemente von H lassen sich paarweise der Menge der natiirlichen Zahlen zuordnen, H
hat "genauso vieleElemente wie N. Eine Menge wird abzihlbar genannt, wenn sie endlich oder abzihlbar
unendlich ist. In der Praxis pflegen wir mit folgendem sehr niitzlichen Kriterium zu entscheiden, ob eine
Menge abzahlbar ist:

Eine Menge H ist genau dann abzéhlbar, wenn eine surjektive Funktion f : N — H existiert.

2.29. Lemma. (1) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.
(2) Endliche und abzihlbar unendliche Mengen sind Nullmengen.
(8) Die abzihlbare Vereinigung von Nullmengen ist eine Nullmenge.
(4) (Borel) Ein Intervall, das aus mindestens zwei Punkten besteht, ist keine Nullmenge.

Beweis. Aussage (1) ist offensichtlich, (2) ist leicht zu beweisen: Sei H := {a,, : n € N}, fiir ein ge-
gebenes ¢ > 0 wird dies durch die abzihlbar unendlich vielen Intervalle (a, — 57, a, + 57 ) {iberdeckt,
deren Gesamtlinge kleiner als ¢ ist. Ahnlich lisst sich (3) einsehen: Wenn M, Mo, ... abzihlbar unend-
lich viele Nullmengen sind und € > 0 eine gegebene Zahl ist, dann iiberdecken wir M; mit Intervallen
I11, 112, ... deren Gesamtlange kleiner als % ist. Dies wiederholend, werde die Menge M; durch die In-
tervalle I;1, 5, ... liberdeckt, fiir die ), |I;x| < 57 gilt. Da die Vereinigung abzéhlbar unendlich vieler
abzéhlbarer Mengen wieder abzéhlbar ist, haben wir die Menge UM; mit abzéhlbar vielen Intervallen
iiberdeckt, deren Gesamtlinge < 2;11 57 = € ist. Die letzte Aussage beweisen wir jetzt nicht, im Ubrigen
ist es eine sehr glaubhafte und natiirliche Aussage. Um sie zu beweisen, muss man einsehen, dass, wenn
wir ein Intervall I mit Intervallen I; iiberdecken, immer |I| < 3" |I;]| erfiillt ist. Es ist wichtig, dass wir
zumindest einsehen, dass diese Aussage eines Beweises bedarf. O

Es ist wichtig anzumerken, dass es zwar einen engen Zusammenhang zwischen Nullmengen und Ab-
zéhlbarkeit gibt, es aber Beispiele fiir Nullmengen gibt, die nicht abzéhlbar sind.

2.30. Beispiel. Cantor-Menge

Wenn fiir eine auf einem Intervall definierte Funktion eine Eigenschaft mit Ausnahme einer Nullmenge
erfiillt ist, dann sagen wir, dass diese Eigenschaft fast tiberall erfillt ist.

2.31. Satz (Lebesgue-Kriterium). Eine Funktion f € Bla,b] ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn
sie in fast allen Punkten stetig ist.

Den Beweis dieses Satzes muss man fiir die Priifung nicht kennen.
2.32. Bemerkung. Henri Lebesgue [1875-1941] ...

Wir fassen die wichtigsten Folgerungen des Lebesgue-Kriteriums zusammen. Diese folgen im Allgemei-
nen sofort aus den gelernten Aussagen iiber Stetigkeit und aus den Eigenschaften von Nullmengen.
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2.33. Korollar. e Wenn f € Bla,b] mit Ausnahme von abzihlbar vielen Punkten stetig ist, dann
ist f € Rla,b]. Also ist zum Beispiel auch die Riemann-Funktion Riemann-integrierbar.
e Wenn g € Rla,b] und f an endlich vielen Stellen von ihr abweicht, dann ist f € Rla,b] und
i f=1a
o Wenn f € Rla,b], dann ist f auf jedem abgeschlossenen Teilintervall des Intervalls [a,b] Riemann-
integrierbar und fir jedes Zahlentripel ay,as, a3 € [a,b] gilt

/‘f m—/if M+/ fa

e Wenn f € Rla,b], dann ist F(t f f(x)dx eine Lipschitz-stetige Funktion. Letzteres folgt

daraus, dass
FO) - Fo)l =| [ f@)is

o Wenn f € Rla,b] und f € R[b,c|, dann ist f € R[a,c|.

o Wenn f,g € R[a b, dann sind |f|, f*, f~, max(f,g), min(f,g), fg € Rla,b]. Wenn |g(z)| >
a >0, dann zst € Rla,b].

o Wenn g € Rla, b] g([a,b]) C [, B] und f € Cla, 8], dann ist f o g € Rla,b].

< [ flloolt — .

Wir merken an (das Beispiel entfillt aus Zeitmangel), dass die letzte Aussage leider nicht wahr bleibt,
wenn f nicht stetig, sondern nur Riemann-integrierbar ist.

3. UNEIGENTLICHES INTEGRAL

Sei a € R, D(f) D [a,+0o0) ein Intervall und f € RJa,?b] fiir jedes b > a. Unter dieser etwas saloppen
Schreibweise verstehen wir, dass fiir jedes b > a gilt flj,,) € Rla,b], wobei f|[, ;) wie iiblich die Einschréan-
kung der Funktion f auf das Intervall [a,b] bezeichnet. Wenn f beispielsweise stetig ist, dann ist dies
garantiert der Fall. Allgemeiner, wenn D(f) = I ein Intervall ist und fiir alle o, 5 € T gilt f € R, ],
dann sagen wir, dass f lokal integrierbar ist.

Unter dem uneigentlichen Integral der Funktion f auf dem Intervall [a, +00) verstehen wir den Ausdruck

o] b
/a flx)dx == biiinoo/a f(z)dx

sofern der obige Grenzwert existiert. In diesem Fall sagen wir auch, dass das Integral konvergent ist. Ein
uneigentliches Integral auf einem Intervall (—oo,b] kénnen wir sinngeméf analog definieren.

3.1. Beispiel. °

0o b
/ e dr = lim e *dr = lim (1 - e*b) =1.
0 b—+oo /g b—+o00

o Existiert nicht:

o) b
cosxdr = lim cosxdr = lim sinb.
0 b—+o0 0 b—+o0o

> 1 b1 1
/ —dr = lim —Zdas = lim (1 — ) =1.
1 x b—+o0 x b—+oo b
Im Folgenden nehmen wir durchgehend an, dass D(f) D [a, +00). Durch Umformulierung des Cauchy-
Kriteriums fiir den Grenzwert von Funktionen erhalten wir Folgendes.

3.2. Behauptung (Cauchy-Kriterium). Das Integral faoo f(z)dx existiert genau dann, wenn zu jeder Zahl
€ >0 ein K > a existiert, sodass fiir allet > s > K gilt:

xr)dz| < €.
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3.3. Beispiel. Wir zeigen, dass folgendes Integral existiert:

> sin x
/ dx.
0 X
Wenn ndmlich 0 < s < ¢, dann

sinx cosxt tcosx
de = |— — 5 dz.
s X xX s s X

tsing 1 1 t 1 1 17 2
dr|< -+ -+ | Sde=-+-+4+|—| ==.
s T st s X2 s s

. t i
Wenn also s > %, dann ist ‘fq Edr| < e.

Spéter werden wir sehen, wenn es die Zeit erlaubt, dass

® sinx T
doe = —.
0 T 2

Wenn f > 0, dann wéchst die Funktion F(t) = f(f f(z)dz monoton, sie hat also genau dann einen

Also

Grenzwert, wenn sie beschrankt ist.

3.4. Behauptung. Sei f > 0. Es ezistiert genau dann f:o f(x)dx, wenn ein M > 0 existiert, sodass
b
/ flz)de <M fiir jedes b > a gilt.

Wir sagen, dass faoo f absolut konvergent ist, wenn faoc |f] existiert. Nach dem Cauchy-Kriterium ist
ein absolut konvergentes Integral immer konvergent, da

/ e < / @,

Wir kénnen Analoga der bei unendlichen Reihen gelernten Kriterien formulieren, wie zum Beispiel das

Majoranten- und das Minorantenkriterium.

Schlielich bemerken wir fliichtig, dass sich das uneigentliche Integral einer auf einem offenen Intervall
definierten, lokal integrierbaren Funktion sinngeméf definieren ldsst. Sei D(f) D [a,b) ein Intervall und
sei f lokal integrierbar. Sei

t—b—

/ab f(@)dx := lim /at f(x)de,

sofern der Grenzwert existiert. Fiir den linken Endpunkt funktioniert die Definition dhnlich.
Wir haben zuvor gesehen, dass, wenn b € D(f), wir, da F(t) = f; f(z)dz (Lipschitz-)stetig ist, mit
der obigen Definition das zuvor untersuchte Riemann-Integral zuriickerhalten.

3.5. Beisprel.

. . . . ™
lim dr = lim arcsint = arcsinl = 3

1 ¢
1 1
/0 ./1_x2dx7t—>1—/0 N 50—



