POTENZREIHEN, FUNKTIONENREIHEN

ANDRAS BATKAI

Das primére Ziel dieses Skripts ist es, die Analysis-Vorlesung fiir Lehramtsstudierende der Mathematik
zu begleiten und bei der Priifungsvorbereitung zu helfen. Das Skript kann Tippfehler enthalten; bitte mit
Nachsicht behandeln und mir melden. Eventuelle Fehler entbinden niemanden von der Priifungsleistung.

Der Vollstandigkeit halber enthéalt das Kapitel iber Funktionenreihen auch Bemerkungen und Behaup-
tungen im Zusammenhang mit der Integration. Falls der Leser mit dem Begriff des Integrals noch nicht
vertraut ist, kann er diese Abschnitte einfach {iberspringen.

Ich verweise regelméfig auf fritheres Material.

Im Folgenden wollen wir uns mit den Eigenschaften der sogenannten Potenzreihen, also unendlichen
Reihen der Form } " (a,2™), beschéftigen. Dazu bendtigen wir jedoch die Multiplikation von Reihen, womit
wir das im ersten Semester iber unendliche Reihen Gelernte wiederholen miissen.

0.1. Definition. Seien ) (a,) und > (b,) unendliche Reihen. Unter dem Cauchy-Produkt dieser beiden
Reihen verstehen wir die unendliche Reihe Y (c,), fiir die gilt:

Cn = agby, + a1bp—1 + ...+ apby = Zakbn,k.
k=0

Formal kann man sich das Cauchy-Produkt so vorstellen, als ob die unendlichen Reihen unendliche

Summen wiéren, und bei ihrer Multiplikation jeder Term mit jedem Term multipliziert wird.

0.2. Satz. Seien > (an) und > (b,) absolut konvergente unendliche Reihen. Dann ist ihr Cauchy-Produkt
absolut konvergent und es gilt:

Z(aobn +a1bp—1 + ...+ anbo) = Z Zakbn,k = (Z an> . <Z bn> .
n=0 n=0k=0 n=0 n=0

1. POTENZREIHEN

Im Folgenden wollen wir uns mit den Eigenschaften der sogenannten Potenzreihen, also unendlichen
Reihen der Form Y (a,(z — x0)™), beschiiftigen. Ahnlich wie bei unendlichen (numerischen) Reihen ist
nicht die Potenzreihe selbst, sondern ihre Summe von Interesse, daher definieren wir die Potenzreihe an
dieser Stelle nicht weiter. Bei der Untersuchung der Funktion f(z) = >~ jan(z — x¢)" betrachten wir
zwei wichtige Fragen.

e D(f) =7, d.h. fiir welche = € R konvergiert > (an(z — z9)™)?
e Welche Eigenschaften besitzt die Funktion f7?

Auf die erste Frage konnen wir relativ schnell eine fast vollstandige Antwort geben.

1.1. Satz (Cauchy-Hadamard). Sei

1 1 1
ne lim sup {/]a,| ("'OJFOO’ "‘OOO>'
Wenn
|z — zo| <, dann konvergiert Z(an(x —x9)"), wenn
|z — xo| > T, dann divergiert Z(an(x —x)").
Im ersten Fall ist die Konvergenz absolut.

Date: 22. Méarz 2026.
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Beweis. Sei x € R und wir wenden das Wurzelkriterium auf die Reihe Y (a,(z — z0)™) an. Demnach
konvergiert die Reihe absolut, wenn

limsup {/|an(x — x0)™| = | — x| - limsup V/|a,| < 1.

Durch Umstellen erhalten wir die erste Behauptung.
Ebenso erhalten wir durch Anwendung des Divergenzkriteriums aus dem Wurzelkriterium, dass die
Reihe divergiert, wenn

limsup {/|an(x — x0)"| = | — x| - limsup V/|an| > 1.

Die im vorherigen Satz auftretende Zahl r nennen wir den Konvergenzradius der Potenzreihe.

1.2. Bemerkung. Jacques Hadamard [1865-1963] war ein franzosischer Mathematiker. Er leistete im Laufe
seines langen Lebens bedeutende Beitrage auf den Gebieten der Funktionentheorie, der Differentialglei-
chungen und der Funktionalanalysis.

Basierend auf dem im ersten Semester Gelernten kénnen wir sofort die folgende Behauptung fiir den
Konvergenzradius formulieren.

1.3. Korollar. Falls der Grenzwert
lim dntl

n—00 (G

existiert, dann gilt

an

r= lim
n—00 Ap41

Zusammenfassend konvergiert eine Potenzreihe immer auf einem symmetrischen Intervall mit Mit-
telpunkt zp. In den inneren Punkten des Intervalls konvergiert sie absolut, wiahrend die Konvergenz
an den Randpunkten separat untersucht werden muss. Aufgrund dessen sagt man iiblicherweise, dass
> (an(x — x9)™) eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt zg ist. Da wir an den Randpunkten des
Intervalls auf Probleme stoffen kénnten, beschrinken wir unsere Untersuchungen zur Vereinfachung der
Diskussion im Folgenden fiir lange Zeit auf das Innere des Intervalls.

1.4. Definition. Die Konvergenzmenge der Potenzreihe > (a,(z — x¢)™) ist das Intervall
K = {x eER: Z(an(x —zo)") konvergiert} )
ihre Summenfunktion ist die Funktion

D(f) =it K = (xg — r,x0+ 1) (r#0)
f(z) = Z an(z — z9)".
n=0

Im Folgenden wollen wir uns mit den Eigenschaften der Summenfunktion der Potenzreihe beschéftigen.
Hierfiir wird der folgende sogenannte Transformationssatz grundlegend sein.

1.5. Satz. Sei > (an(xz — x¢)™) eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius, d.h. r > 0, und sei
x1 € int K = (xg—r,xo+7r) beliebig. Dann gilt fir jeden Punkt x € int K, fir den |z —x1| < r— |z — x|
erfillt ist, dass

i an(r — x0)" = i bi(z — 1)’
n=0 =0

wobet
o0

=Y <’Z) an(z1 — 20)" .

n=t¢
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Beweis. Der Ausgangspunkt des Beweises ist die tiefe Aussage, dass
x—xo=(x—x1) + (21 — 20),
woraus nach dem binomischen Lehrsatz folgt:

n

) (z — 21)i(zy — 20)" .

]

(o= )" = [ =) + o1 — )" =3

=0

Setzt man dies in die Potenzreihe ein, die nach Voraussetzung konvergent ist, so erhélt man

Zanx_;po zzzan() o) -2 =303

n=0 i=1 n=0 =0

Dies ist eine absolut konvergente Reihe, in der wir, unter Verwendung der Bezeichnungen der folgenden
Abbildung, die Elemente in vertikalen (roten) Spalten summieren. Da eine absolut konvergente Reihe
umgeordnet werden kann, erhalten wir das gleiche Ergebnis, wenn wir die Reihe in horizontalen (griinen)
Zeilen summieren.

(i
\ U33 | Uks L
7 N — 1 T
U22 WUzl | U
— U11 Uy | Ul | Uyl
Ty | \Uzo) Upy/ Uyy ... U
oo o/ Koo Ny = T,

Also

pOUEENEED B) DUTED 3O BITED 3 DI (4 [EENUEE iy

n=0 i=0 =0 n=1 =0 n=1

= Zb1($ — Il)i
=0

Basierend auf den Operationen mit unendlichen Reihen ergibt sich sofort die folgende Behauptung.

1.6. Behauptung. Seien Y (an(z — 20)™) und > (bn(x — x¢)™) zwei Potenzreihen mit den Konvergenz-
radien 71 > 0 und ro > 0. Dann gilt

Z an(x — 20)" + Z bn(z —20)" = Z(an +by)(x — x0)",
= = n=0
(Z an(z — x0) ) (Zb (x — x0) ) = i(anbo +an_1b1 + ...+ apby)(x — )"
n=0

fir alle Zahlen x, fir die |v — xo| < min{ry,ra} gilt.

Somit bilden die Funktionen, die auf dem gegebenen Intervall als Potenzreihen geschrieben werden
koénnen, einen Ring. Im Folgenden untersuchen wir die wichtigsten analytischen Eigenschaften der Sum-
menfunktion der Potenzreihe.

1.7. Satz. Die Summenfunktion einer Potenzreihe ist stetig.

Beweis. Wir erinnern daran, dass wir die Summenfunktion der Potenzreihe Y (an(x — z9)™) auf dem
offenen Intervall (xg — r,29 + r) definiert haben, falls » > 0. Die Behauptung muss auch nur in diesem
Fall bewiesen werden, da eine in nur einem Punkt definierte Funktion immer stetig ist.
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Sei 1 € (xg — 7, o + 1) beliebig. Wir zeigen, dass f im Punkt x; stetig ist. Nach dem vorherigen
Transformationssatz kann die Funktion f in einer hinreichend kleinen §-Umgebung des Punktes x; als
eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt x; geschrieben werden als

flx) = Zbi($ — )"
i=0

Wir miissen also nur zeigen, dass

lim f(x) = bp.

r—rx1

Dazu sei 0 < p < 4, dann ist nach Voraussetzung Z?io b;p* konvergent. Bezeichne

o0
0= Z bip ™t
i=1

Wenn nun |z — 1| < p, dann gilt

|f(x) —bo| = |(z _xl)zbi(x_xl)i_l < |z —z1|o,

i=1
woraus die Stetigkeit im Punkt z; sofort folgt.!
O

1.8. Satz. Die Summenfunktion einer Potenzreihe Y (an(z — x0)™) mit positivem Konvergenzradius ist
beliebig oft differenzierbar und es gilt:

f/(x) = a1 + 2az(x — 20) + 3az(z — 20)* + ... = Z(n + Dap41(z — z0)",
n=0
() = 2a0 4+ 2 - 3as(x — x0) + 3-4(x —x0)* +... = Z(n +2)(n+ Dapt2(x — z0)",
n=0
fP @)=Y (n+k)(n+k—1)...(n+ Danr(z — z0)".
n=0

Beweis. Sei xq € (xg— 1,20+ 7). Wenden wir den Gedankengang des vorherigen Beweises an, so erhalten

f(z) = f(z1)
r — T
da nach dem vorherigen Satz jede Potenzreihe stetig ist. Nach dem Transformationssatz gilt

wir

=by +bo(x —x1) +bg(x —21)? +... = by, wennz — x1,

oo

flla)=b=>_ (711) an (21 — 20)" " =Y (k+ Dagii(z1 — z0)".

n=1 k=0
Da die Ableitungsfunktion von f ebenfalls eine Potenzreihe ist, ist auch f’ differenzierbar. Die Aussage
beziiglich der k-ten Ableitung lasst sich durch vollstandige Induktion beweisen. O

1.9. Korollar. Jede Potenzreihe ist die Taylor-Reihe ihrer Summenfunktion.

Beweis. Nach dem vorherigen Satz gilt
F® (o) = k(k—1)...1ag,

also

B f(k)(a?o)

B K

sowie f(xg) = ap. O

Qg

Diese Behauptungen bieten die Moglichkeit, die Operation der Differentiation umzukehren.

1Sogar die Lipschitz-Stetigkeit auf dem Intervall (z1 — p,z1 + p).
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1.10. Definition. Sei f eine reellwertige Funktion einer reellen Variablen, und D(f) = I ein Intervall.
Wir sagen, dass die Funktion F': I — R eine Stammfunktion der Funktion f ist, wenn F' differenzierbar
ist und F'(z) = f(z) fir alle z € T gilt.

1.11. Satz. Sei Y (an(x—x0)™) eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius. Dann besitzt die Sum-
menfunktion der Potenzreihe eine Stammfunktion, z. B.

oo

an
F(m)zzn+1(x—xo)”+l+c, c€eR.

n=0

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus dem Satz iiber die Differentiation der Summenfunktion von
Potenzreihen. O

Es ist wichtig, dass die Koeffizienten durch die Summenfunktion der Potenzreihe eindeutig bestimmt
sind.

1.12. Satz. Seien
f(.’IJ) = Z an(x - wO)nv g(x) = Z bn(x - x(])n
n=0 n=0

Potenzreihen, die ein gemeinsames Konvergenzintervall (xo—r, xo+71) haben. Sei ferner x,, € (xo—r, zo+
r) eine Folge, zu der einy € (xg — r,xo + 1) existiert, sodass x, # vy, €, — y und fir die f(x,) = g(zn)
gilt.

Dann ist a,, = b, fiir jeden Index n € N.

Beweis. Nach dem Transformationssatz geniigt es, den Fall y = zg zu untersuchen. Wir fiihren den Beweis
durch vollstandige Induktion. Da die Summenfunktion der Potenzreihe stetig ist, gilt

ap = f(xo) = lim f(z,) = lim g(zn) = g(zo) = bo.

Nehmen wir an, dass fiir eine Zahl n € N gilt: a9 = by, a1 = b1, az = ba, ..., a, = b,. Dann ist die
Konvergenzmenge der Potenzreihen

fi1(z) == ant1 + ango(x — 20) + anys(z — x0)2 +...
91(3:) = bn+1 =+ bn+2($ — gjo) + bn+3($ _ xO)Q + ...

dasselbe Intervall K, und fiir alle x # x¢ gilt

_ @) = Y@ —z)t o 9(@) = Yo be(w —ao)”
fl(if) - (33—3:0)"‘“ dgl( ) - (x—a:o)"‘H

Nach den Voraussetzungen ist f1(z;) = g1(x;) fiir alle i € N. Da f; und ¢; ebenfalls Summenfunktionen
von Potenzreihen sind, sind sie stetig. Daraus erhalten wir jedoch mit dem Gedankengang fiir den Fall
n = 0, dass

nt1 = fi(zo) = lm fi(zn) = lim g1(2n) = g1(20) = bny1-

O

1.13. Definition. Sei f : R — R und D(f) = I ein offenes Intervall. Wir sagen, dass die Funktion f
analytisch ist, wenn ein 2 € I und eine Folge (a,,) C R existieren, sodass f(z) = Y7 an(x — 20)™ fir
alle z € I gilt.

Wir sagen, dass die Funktion f lokal analytisch ist, wenn zu jedem Punkt x € I eine Umgebung
existiert, auf die eingeschréankt f analytisch ist.

Wir merken an, dass die Biicher beziiglich der Terminologie nicht einheitlich sind; manche bezeichnen
auch das als analytisch, was wir lokal analytisch nennen. Somit sind die Exponential- und Sinusfunktion
Beispiele fiir analytische Funktionen, die Logarithmusfunktion ist eine lokal analytische, aber nicht ana-
lytische Funktion, und f(z) = efm%, £(0) = 0 ein Beispiel fiir eine unendlich oft differenzierbare, aber im
Punkt 0 nicht (lokal) analytische Funktion (sieche Ubung oder Urban: Grenzwertrechnung).
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Mit dieser neuen Terminologie besagt also der vorherige Satz, dass zwei verschiedene, auf demselben
Intervall definierte lokal analytische Funktionen héchstens an abzéhlbar vielen Stellen denselben Funkti-
onswert annehmen kénnen, und diese Punkte sich nicht im Inneren des Intervalls haufen kénnen.

Beispiele fiir analytische Funktionen, die unendlich oft denselben Funktionswert annehmen, sind die
Sinus- und Kosinusfunktion.?

Wir schliefsen die Eigenschaften der Summenfunktion von Potenzreihen mit der Frage der Teilbarkeit
von Potenzreihen ab. Da wir bereits multiplizieren kénnen, miissen wir uns nur noch mit der Frage des
Kehrwerts (Reziproken) beschéftigen.

1.14. Satz. Sei f(z) = > _gan(x — z0)", 7 > 0, ap # 0. Dann existieren ein § > 0 und eine Folge
(cn) CR, sodass

1 oo
=St
fir alle x € (zg — 6,20 + 0) gilt.

Beweis. Der Einfachheit halber kénnen wir annehmen, dass zop = 0 und ag = 1. Wegen der Stetigkeit der
Summenfunktion der Reihe Y (Jan| - [2|™) an der Stelle 0 existiert ein 6 > 0, sodass

lar| - 2| + [ag] - 2% + ... <1

fiir alle |z| < § gilt.

Dann ist
o0

1 1 . )
F@)  1-(—a1z —asz? —..)) :Z(_alm—aﬂ — )

n=0

Nach dem Satz iiber das Cauchy-Produkt (durch n-malige Anwendung) existieren Koeffizienten a,,
sodass

n
(—a1x —aga® —...)" = Z anpz”.

Wir koénnten diese Koeffizienten sogar berechnen, aber das ist iiberfliissig, da fiir den weiteren Verlauf
des Beweises das Wissen um ihre Existenz ausreicht. Also

RER < Ooa o
) Z<Z “ )

falls |z| < §. Unter erneuter Anwendung des Satzes {iber die Umordnung absolut konvergenter Reihen,
den wir bereits beim Transformationssatz verwendet haben, erhalten wir

% i <§: ank> a:k = i Ck.%‘k
n=0 k=0
falls |z| < 6. O

Zusammenfassend bilden also die Potenzreihen um den Entwicklungspunkt zg mit positivem Konver-
genzradius einen kommutativen Ring, in dem die invertierbaren Elemente jene Potenzreihen sind, fiir
deren ersten Koeffizienten ag # 0 gilt. Es sei angemerkt, dass diese Potenzreihen auch eine kommutative
Algebra bilden.

1.15. Bemerkung. Wir zeigen ein Verfahren, wie man die Koeflizienten des Quotienten zweier Potenzreihen
berechnen kann. Das Verfahren ist im Wesentlichen identisch mit dem, was wir bei der Polynomdivision
gelernt haben.

Sei

= Z anx”, g(x) = anx”, r >0, g(0) =by #0.
n=0 n=0

2Es ist wichtig anzumerken, dass sich die Stellen der gemeinsamen Funktionswerte hier tatséchlich nicht hdufen, sondern
nur im Unendlichen.
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Da fiir hinreichend kleines x gilt

ist
Z apx’ = (Z bna:"> . (Z cnm") = Z(bocn +b1cno1 + ...+ bypcy)z™
n=0 n=0 n=0 n=0

Also

ap =bgco
ay =boci + bicg

a9 :b()CQ + b161 + b2C0

Aus diesen unendlich vielen Gleichungen kénnen wir je nach Bedarf und Zeit beliebig viele Koeffizienten
cr bestimmen, z. B.

ag
Co =7
bo
apb
ag — 201
C1 — b
0

Wenn wir dieses Verfahren ein wenig linger fortsetzen, erhalten wir beispielsweise

3 5
sine T — 5+ EH —+... 3 5
tgx = = o =cx+c3x” +esxd + ...,
cosr 1 -G+ —+...

wobei

1 2
Cs

Clzl, ngg, :B

Schliefflich beenden wir unsere Untersuchungen mit der (teilweisen) Kldrung der Frage, was die er-
haltene Reihensumme mit der im Inneren des Intervalls definierten Summenfunktion der Potenzreihe zu
tun hat, falls eine Potenzreihe auch in einem der Randpunkte des Konvergenzintervalls konvergiert. Der
folgende Satz zeigt, dass die Summenfunktion in diesem Fall stetig auf den Randpunkt fortgesetzt werden
kann.

Der Einfachheit halber formulieren wir den Satz fiir den rechten Randpunkt des Konvergenzintervalls
einer Potenzreihe um den Nullpunkt, aber dies ist fiir den Beweis ohne Bedeutung; der Fall des linken
Randpunktes oder eines von null verschiedenen Entwicklungspunktes kann analog behandelt werden.

1.16. Satz (Abel). Sei ) (anz™) eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius, 0 < r < oo, und sei

oo
E anr" < 00,
n=0

das heifit konvergent. Dann ldsst sich die Summenfunktion

oo
= E anx”
n=0

stetig auf den Punkt x = r fortsetzen, das heifit

Jim (e Z o
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Beweis. Zur weiteren Vereinfachung nehmen wir an, dass r = 1 ist. Dies dndert nichts am Ablauf des
Beweises, sondern vereinfacht nur unsere Bezeichnungen und macht sie {ibersichtlicher.

Sei
(o] n
5= E Qs Sp 1= E ay,
n=0 k=0

Dann gilt nach dem, was wir beim Cauchy-Produkt aufgeschrieben haben, fiir |2| < 1, dass

oo (o)
Z apx” = (1 —x) Z Spx’™,
n=0 n=0

somit
s—flx)=s—(1—2x) anm" = ((1 — ) Zx”) s—(1—ux) anw” =(1-2x) Z(s — sp)z™.
n=0 n=0 n=0 n=0
Also -
5= f@ < (1 -2) 3 s sala™
n=0

Da s, — s, existiert zu jedem € > 0 ein Schwellenwertindex N € N, sodass fiir alle natiirlichen Zahlen
n > N gilt: |s — s,| < §. Somit ist

N oo N
s @IS A=) ls—salem + 51 -2) 3 am<@-2) Y ls sl + 5,

n=0 n=N+1 n=0

da |z| < 1. Da die lineare Funktion stetig ist, existiert zu € > 0 ein § > 0, sodass fiir x € (1 — 4, 1) gilt:

N
9
1- — sl < 2,
(-0 Yool < 5

das heift, wenn z € (1 —4,1), dann
ls=fl@) <5+

was genau die zu beweisende Behauptung ist. O

:57

N | ™

1.17. Bemerkung. Niels Henrik Abel [1802-1829] war ein norwegischer Mathematiker. Er war einer der
einflussreichsten Geister des 19. Jahrhunderts. Er leistete Bedeutendes bei der Grundlegung der Algebra
und in der Funktionentheorie.

1.18. Beispiel. Betrachten wir die Potenzreihe

0 n

il
;( )
Wir haben gesehen, dass diese auf dem offenen Intervall (—1,1) die Funktion f(z) = In(1 + x) darstellt.
Diese Funktion ist in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs stetig, wie wir bereits frither gesehen haben.
Die obige Potenzreihe konvergiert an der Stelle = 1, da sie vom Leibniz-Typ ist. Nach dem abelschen
Grenzwertsatz ldsst sich die Summenfunktion der Potenzreihe somit stetig auf den Punkt z = 1 fortsetzen,
und der Funktionswert dort ist die entsprechende Reihensumme, das heifst

= 1
In2 =Y (-1)"*=.
n

n=1

Dies haben wir iibrigens bereits im ersten Semester mit anderen Methoden eingesehen.

1.19. Beispiel. Ahnlich zum vorherigen Gedankengang erhalten wir aus der Darstellung

0 x2n+1
_ n
arctg (z) = 7;)(—1) ot 1
dass
= 1
arctg (1) = 2(_ )nm>
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also
7r71 1+1 1+1
4 3 5 7 9 7

1.1. Trigonometrische Funktionen. Im Laufe unserer bisherigen Studien haben wir die grundlegenden
Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen ausfiihrlicher behandelt, die wir im Folgenden zusam-
menfassen kénnen.

Auf der Grundlage einer geometrischen Formulierung haben wir die Sinus- und Kosinusfunktion auf
intuitive Weise definiert und uns im Wesentlichen auf die folgenden Eigenschaften geeinigt.
D(sin) = D(cos) = R,
sin ist eine ungerade, cos eine gerade Funktion,
sin(x + y) = sinx cosy + cos x siny,
cos(z +y) = cosx cosy — sinxsiny,
cos0 =1,

lim, o S22 =1,

Wir erwéhnen einige der wichtigsten Folgerungen aus dem im letzten und in diesem Semester Gelernten.
e sin und cos sind beliebig oft differenzierbare Funktionen,
e es kann hochstens ein solches Funktionenpaar mit diesen Eigenschaften existieren,

) 0 N x2n+1
SINTr = Z(*l) m,
n=0
[ ]
> N xZn
cosx = Z(—l) )l
n=0 ’

Mit dieser Herangehensweise gibt es ein grofses Problem. Obwohl die intuitive geometrische Einfiithrung
der trigonometrischen Funktionen &uferst anschaulich ist, sodass wir sie uns, wann immer wir von die-
sen Funktionen sprechen, mit ihrer geometrischen Bedeutung vorstellen, ldsst dieser Aufbau logisch zu
wiinschen iibrig. Denken wir nur daran, dass wir fiir die Definition Begriffe wie die Bogenlénge oder die
Winkelgrofe bendtigen.

Es gibt also eigentlich kein Problem mit den Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen, das
Problem ist ihre Definition, ihre Existenz. Nun mdchten wir eine Moglichkeit aufzeigen, wie man die-
se logische Liicke schliefsen und die komplizierten geometrischen Begriffe vermeiden kann. Das Ziel ist
nicht, eine neuartige Einflihrungsmoglichkeit fiir die trigonometrischen Funktionen zu zeigen, sondern
wohlbekannte Begriffe im logischen Gebdude der Analysis an ihren richtigen Platz zu setzen. Dieser
Gedankengang ist sehr charakteristisch fiir die gesamte heutige Mathematik.

Wir haben auf intuitive Weise die trigonometrischen Funktionen, ihre grundlegenden Eigenschaften
und die wichtigsten Folgerungen aus diesen Eigenschaften, wie ihre Potenzreihendarstellung, kennenge-
lernt. Diese Potenzreihen konnen jedoch auch ohne die Einfiihrung komplizierter geometrischer Begriffe
aufgeschrieben und ihre Eigenschaften untersucht werden. Dies kann die Idee liefern, den Gedanken-
gang umzukehren und die Potenzreihendarstellung zur Definition der trigonometrischen Funktionen zu
verwenden. Also sei

0 x2n+1
O 1y
S nz::o( A CTERIE
und sei
0 22n
cos T = nz:%(—l) )l

Basierend auf dem, was wir iiber Potenzreihen gelernt haben, folgen sofort die folgenden Eigenschaften:
e D(sin) = D(cos) = R,
e sin ist eine ungerade, cos eine gerade Funktion,
e sin und cos sind beliebig oft differenzierbare Funktionen,
e cos0 =1,

. H . 2 4
o lim, o 5 = lim, o4 (1 -5+ EH - ) =1,
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e sin’ = cos, cos’ = —sin.
Die Additionstheoreme lassen sich beispielsweise mit Hilfe des Cauchy-Produkts oder durch Anwendung
der Ableitungsregeln auf folgende Weise einsehen.
Sei bei einem festen, aber beliebigen y € R

f(x) = [sin(x + y) — sinz cosy — coszsiny]® + [cos(z + y) — cos x cosy + sinz siny] .

Man kann nachrechnen, dass f(0) = 0 und f’(x) = 0 fiir alle z € R gilt, womit f = 0 ist. Damit haben wir
eingesehen, dass die durch Potenzreihen definierten Funktionen sin und cos alle wichtigen grundlegenden
Eigenschaften erfiillen, die wir von den trigonometrischen Funktionen erwartet haben. Da wir bereits
eingesehen haben, dass héchstens ein solches Funktionenpaar existieren kann, sind sie es.

Da wir keine logisch komplizierten, aber anschaulichen geometrischen Begriffe verwendet haben, sind
die so definierten Funktionen natiirlich auch nicht besonders anschaulich.

1.2. Komplexe Potenzreihen. Dieser Punkt scheint am geeignetsten zu sein, um aufzuzeigen, dass
sehr vieles von dem, was wir bisher in der Analysis gelernt haben, auf den Bereich der komplexen Zahlen
iibertragen werden kann. Dazu miissen wir vieles im Zusammenhang mit den Grundbegriffen kl&ren.

In der Algebra-Vorlesung kam alles Wesentliche iiber komplexe Zahlen vor, so auch der Betrag einer
komplexen Zahl. Dies ermdoglicht es uns, die Konvergenz einer Zahlenfolge analog zum reellen Fall zu
definieren.

1.20. Definition. Sei z,, = a,, + b,i € C eine Folge komplexer Zahlen und z = a + bi € C eine komplexe
Zahl. Wir sagen, dass die Folge (z,) gegen die Zahl z konvergiert (oder dass der Grenzwert der Folge (zy,)
die Zahl z ist), wenn zu jeder positiven Zahl ¢ > 0 ein N € N existiert, sodass fiir jede natiirliche Zahl
n > N gilt: |z, — z| <e.
1.21. Behauptung. FEs gilt genau dann z, — z, wenn

e fiir die reelle Zahlenfolge (|z,, — z|) gilt: |zn, — 2| = 0.

e fiir die reellen Zahlenfolgen (an,) und (by,) gilt: a, — a, b, — b.

Beweis. Die erste Umformulierung ist trivial, und die zweite folgt daraus, dass
|2 — 2|2 = |an — a|® + |b, — b|%.
O
Die grofte Bedeutung dieser Umformulierungen liegt darin, dass sie die Konvergenz komplexer Folgen
durch die Konvergenz reeller Folgen ausdriicken, sodass die Aussagen darauf zuriickgefiihrt werden kon-

nen. Im Zusammenhang mit der Konvergenz von Folgen kann fast jeder Satz neu formuliert und wortlich
genauso bewiesen werden wie im reellen Fall. Sehen wir uns einige Beispiele an.

1.22. Behauptung. Sei z, =a, +b,1 €C, z=a+bi € C, w, =c¢, +dpi € C, w=c+ di € C. Wenn
Zn — 2 und w, — w, dann

[ ]
(zn £wy) — 2z £ w,

(zn - wp) — 2w,
o Wenn w, # 0, w# 0, dann

(Iznl) = |2l

Beweis. Wir beweisen nur die Aussage iiber die Multiplikation, um den Gedankengang zu verdeutlichen.
Dies jedoch auf zwei Arten.
Den reellen Fall imitierend, kénnen wir schreiben, dass

|znwn — zw| = |25 (Wn — w) + (2, — 2)w| < |25 - |wp —w| + |2, — 2| - |w] = 0
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gemif den Voraussetzungen.
Wenden wir den anderen Gedankengang an, erhalten wir

ZnWy = (AnCn — bpdy) + i(andy + bpcy) = (ac — bd) + i(ad + be) = zw,
da wir fiir reelle Zahlenfolgen die Rechenregeln bereits kennen. U

Es ist wichtig hervorzuheben, dass das einzige Problem bei der Anordnung und den damit verbunde-
nen Sétzen auftritt. Den Korper der komplexen Zahlen kénnen wir némlich nicht ,sinnvoll“, das heifst
unter Beibehaltung der Rechenregeln, anordnen. Somit hat es auch keinen Sinn, von Supremum oder
Infimum zu sprechen. Dennoch bleibt der Satz von Bolzano-Weierstrafl, den wir seinerzeit mit Hilfe von
Anordnungsbegriffen bewiesen haben, giiltig.

1.23. Satz (Bolzano-Weierstraf). Sei (z,,) C C eine beschrinkte Folge. Dann existiert eine Indezfolge ny,
sodass zp, konvergiert.

Beweis. Sei z, = a,+1ib,,. Die reelle Folge (a,,) ist beschrénkt, somit existiert nach der bekannten Version
des Satzes von Bolzano-Weierstraf eine Indexfolge (n;);en, sodass (ay,) konvergiert. Die reelle Zahlenfolge
(by, ) ist ebenfalls beschriankt, womit wir durch wiederholte Anwendung des Satzes von Bolzano-Weierstraf
erhalten, dass eine Indexfolge (Ix)ken existiert, sodass die Folge (b, ) konvergiert. Da die Teilfolge ei-
ner Teilfolge wieder eine Teilfolge ist und jede Teilfolge einer konvergenten Folge ebenfalls konvergiert,
erhalten wir, dass

Zny, = Gn,, + ibmk

eine konvergente Teilfolge ist. 0

Wir merken an, dass beziiglich unendlicher Reihen alles, was wir gelernt haben, giiltig bleibt. Mit Hilfe
der absoluten Konvergenz konnen auch hier viele Konvergenzséitze auf Reihen mit positiven Gliedern
zuriickgefithrt werden.

Im Folgenden formulieren wir die wichtigsten mengentheoretischen Grundbegriffe. Der einzige Unter-
schied zum reellen Fall ist, dass die Rolle des symmetrischen Intervalls mit Radius € von der offenen
Kreisscheibe mit Radius € iibernommen wird.

1.24. Definition. Bezeichne

B(w,r):={2€C: |z—w|<r}
die Umgebung des Punktes w € C mit Radius r > 0. Dies ist eine offene Kreisscheibe in der komplexen
Zahlenebene mit Mittelpunkt w und Radius r. Sei D C C, w € C. Wir sagen, dass der Punkt w der
Menge D

e ein innerer Punkt ist, wenn ein r > 0 existiert, sodass B(w,r) C D,

e ein duferer Punkt ist, wenn ein r > 0 existiert, sodass B(w,r) C C\ D,

e cin Randpunkt ist, wenn fiir alle r > 0 gilt: B(w,r) N D # 0, B(w,r) N (C\ D) # 0.
Wir sagen, dass D offen ist, wenn jeder ihrer Punkte ein innerer Punkt ist, und D abgeschlossen ist, wenn
ihr Komplement offen ist. Die Menge D C C ist kompakt, wenn zu jeder Folge z, € D eine Indexfolge ny
und ein z € D existieren, sodass z,, — 2.

Aus der Definition ist sofort ersichtlich, dass eine abgeschlossene Menge all ihre Randpunkte enthélt.
Vollig analog zu dem im letzten Semester Bewiesenen lésst sich einsehen, dass eine Menge D genau
dann abgeschlossen ist, wenn man aus ihr nicht herauskonvergieren kann, d.h. wenn aus z, € D und
zn — 2z folgt, dass z € D. Aus dem Satz von Bolzano-Weierstraft folgt direkt, dass auch in der komplexen
Zahlenebene genau die beschrankten und abgeschlossenen Mengen die kompakten Mengen sind. Wie
bisher bezeichnet int D die Menge der inneren Punkte der Menge D, und D’ die Haufungspunkte der
Menge D.

Um die Aussagen zu formulieren, fithren wir eine neue Bezeichnung ein. Wie wir bisher gesehen haben
und auch im Laufe unserer weiteren Studien sehen werden, ist es bei sehr vielen Sétzen fiir die Formu-
lierung und den Beweis des Satzes unerheblich, ob wir im Koérper der reellen oder der komplexen Zahlen
arbeiten. In diesen Féllen werden wir der einheitlichen Schreibweise halber das Symbol K verwenden, was
bedeutet, dass nach Belieben sowohl R als auch C dafiir geschrieben werden kann.
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1.25. Definition. Sei f: C — K, d.h. D(f) € C, R(f) C R oder R(f) C C.

e Wir sagen, dass f im Punkt zy € D(f) stetig ist, wenn fiir jede Folge 2z, € D(f) mit z, — 2o
gilt, dass f(z,) = f(z20)-
e Wir sagen, dass der Grenzwert von f im Punkt zg € D(f)’ die Zahl w ist, wenn fiir jede Folge
zn € D(f) mit z, — 2o gilt, dass f(z,) = w.
e Wir sagen, dass f im Punkt 2y € int D differenzierbar ist, falls existiert:
o)t TEI =G,
Z—r20 z — ZO
Natiirlich konnen Stetigkeit und Grenzwert auch dquivalent in der e-6-Sprache umformuliert werden.
Die gewohnten Rechenregeln fiir Stetigkeit, Grenzwert und Differentialquotient bleiben aufgrund der
Eigenschaften fiir Folgengrenzwerte giiltig.
Dies ist der Punkt, an dem wir erwéhnen miissen, dass im Zusammenhang mit Potenzreihen jeder Satz,
den wir gelernt haben, giiltig bleibt. Sei a,, € C, 2y € C und

f(z) = Z an(z — 20)".
n=0

e Sei

1 1 1
T lim sup {/]a,| <+0 =10 +oo _O>'

Wenn |z — zg| < r, dann ist Y~ jan(z — 29)" absolut konvergent, wenn |z — zp| > 7, dann ist
oo g an(z — o)™ divergent.

e Wenn D(f) = B(zo,7), dann ist f stetig und beliebig oft differenzierbar, und ihre Ableitungen
kénnen auf die gelernte Weise berechnet werden.

e Der abelsche Grenzwertsatz gilt ebenfalls, das heifit, wenn |21 — zo| = r und Y2 an (21 — 20)"
konvergiert, dann lésst sich f stetig auf den Punkt 21 fortsetzen und es gilt f(z1) = > oo g an(21 —
Zo)n.

Die einzige technische Schwierigkeit besteht darin, dass der Rand der Umgebung mit Radius r um
den Punkt zg nicht mehr nur aus zwei Punkten besteht. Hier muss erwdhnt werden, dass Potenzreihen
die Moglichkeit bieten, die Definition einiger wohlbekannter Funktionen auf den Bereich der komplexen
Zahlen zu erweitern. Wir beginnen mit dem einfachsten Beispiel. Es ist klar, dass fiir |z]| < 1 gilt:

1 oo
Tl
n=0

In Analogie dazu kénnen wir sagen, sei

o0 n

Cos z 1= Z(—l)" (;n)' .

n=0

Dies ist natiirlich ohne besonderen anschaulichen Gehalt die Fortfiihrung der Philosophie, dass wir die
trigonometrischen (und die Exponential-) Funktionen iiber ihre Potenzreihen definieren kénnen.
Sehen wir uns einige Folgerungen aus der Einfiihrung dieser Definitionen an.

e sin, cos und exp sind iiberall definierte, beliebig oft differenzierbare Funktionen, fiir die gilt:
exp’ = exp, sin’ = cos, cos’ = —sin.
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e Die Additionstheoreme bleiben giiltig (siehe die Beweise mit dem Cauchy-Produkt im Material
von Katalin Karolyi), d.h.

ez+w :ezew

sin(z + w) =sin z cosw + cos z sinw

cos(z + w) =cos z cosw — sin z sin w.

e =cosz+isinz z € C,
und speziell €™ = —1.
e exp wird zu einer periodischen Funktion mit der (komplexen!) Periode 27i, da
6Z+27Ti ze27ri z

= e =€ .

Wenn f : C — C, dann kénnen wir von den im letzten Semester gelernten Begriffen und Séatzen
nur sehr wenige verwenden, da es keine Anordnung gibt, und wir somit weder von Monotonie noch von
Extremwerten oder Mittelwertsidtzen sprechen konnen. Wenn jedoch f : C — R, dann kénnen wir zwar
ebenfalls nicht von Monotonie sprechen, aber zumindest von Extremwerten.

1.26. Satz (Weierstra). Sei f : C — R und D(f) kompakt. Dann nimmt f sein Minimum und Mazimum
an.

Der Beweis stimmt Wort fiir Wort mit dem im Skript des letzten Semesters iiberein. Wir schlielen
unsere Ausfiithrungen {iber Funktionen einer komplexen Variablen mit einem Ausflug in das Gebiet der
Algebra ab.

1.27. Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes komplexe Polynom von mindestens erstem Grad besitzt
eine Nullstelle.

Beweis. Sei

p(z)=ag+arz+...+ap2", ar € C, a, #0.
Da p : C — C eine Funktion ist, untersuchen wir stattdessen die Funktion |[p| : C — R, von deren
Extremwerten wir sprechen kénnen. Bezeichne

= ].]f]f 2 > ”.
)M C |1[( )‘ -
Da

lim |p(z)| = oo,
|z| =00

(warum?), existiert ein r > 0, sodass |p(z)| > p wenn |z| > r. Also
p= inf [p(z)| = 0.
|z|<r

Da
K:={2€C:|z|<r}
als beschrinkte und abgeschlossene Menge eine kompakte Menge ist, existiert ein zg € K, sodass u =
p(20). Wir miissen zeigen, dass p = 0.
Nehmen wir indirekt an, dass p > 0 ist, und sei
p(z + 2o
q(z) := Pz + %) )
p(20)
Gemif den Bedingungen ist ¢(0) = 1, ¢ ein Polynom n-ten Grades und |¢(z)| > 1. Durch die Einfithrung
des Polynoms ¢ haben wir also die Zahl p > 0 in 1 umgewandelt. Demnach kénnen wir schreiben, dass
das Polynom ¢ die Form
q(z) =14+ bpz™ 4+ ...b,2"
hat, wobei b, # 0 der erste Koeffizient mit dieser Eigenschaft ist. Ein solcher existiert, da b,, # 0, also
1<m<n.
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Wir zeigen, dass eine Zahl z existiert, fiir die |¢(z)| < 1 gilt, was ein Widerspruch ist. Diese Zahl z

suchen wir in ihrer trigonometrischen Form, d.h. in der Form z = pe’¥. Da % = 1, existiert ein
@ € R, sodass
- m‘ _ .. _ _ip
——— = COosp t+i1Smmp =e".
b,
Bezeichne ferner
¥
¢ =
m
dann ist
b€ ™ = —|bp|.
Sei

2= pe™ = p(costh + isinp) (p>0).
Unser Ziel ist es nun, die Zahl p geschickt so zu wihlen, dass wir auf einen Widerspruch stofsen.
Dann ist
b 2™ = p"bpme™Y = —p™ by
Daher gilt
la(2)] = |a (pe™) | < 1= [bmlp™| + [bmia ™ + .o+ [balp",
wobei wir mit Ausnahme der ersten beiden Glieder die Dreiecksungleichung angewendet haben. Wenn

0<p™ < ﬁ, dann ist 1 — |by,|p™ > 0, sodass wir den ersten Betrag weglassen konnen. Also gilt in
diesem Fall

|q (Peiw)’ <L [blp™ + s |p™F +A [ba " =1 = (|bm| = [bmalp— ... — |bn|Pn_m) :

Da |b,,| > 0 und Polynomfunktionen stetig sind, steht bei einem ,ausreichend kleinen“ p in der Klammer
eine positive Zahl. Fiir ein solches p gilt folglich

lq (pe'¥)| <1,

was ein Widerspruch ist. 0

2. FUNKTIONENFOLGEN, FUNKTIONENREIHEN

Im Zusammenhang mit Potenzreihen taucht eine allgemeinere Aufgabe auf, wofiir wir den Begriff der
Folge und des Grenzwerts verallgemeinern miissen.

2.1. Definition. Sei D(f,) = I ein Intervall, f, : I — K (n € N). Der Konvergenzbereich der Funktio-
nenfolge (f,) ist

K = {mel : 3 lim fn(cc)},
n—oo
ihre Grenzfunktion ist die Funktion

fe) = lm_ fu(), D(f) = K

2 Analog ist die durch die Formel s,,(z) := >_,_, fx(2) definierte Funktion die n-te Partialsumme der
Funktionenreihe > (f,), und die Summenfunktion der Funktionenreihe ist

f@):=>" falx)
n=0
dort, wo sie definiert ist.
2.2. Beispiel. (1)

0, wxe(=1,1),

Fiir D(f,,) =R, fo(z)=2"ist K = (-1,1], f(z) = {1 )
) 'fL': N

3Beachten wir, dass wir hier von der zuvor bei Potenzreihen verwendeten Bezeichnung abweichen, bei der wir uns nur
auf das Innere der Menge K beschrankt haben.
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(2)

. . . k. _ _
Fiir D(g,) = R, gn<x>f];)x ist K = (—1,1), g(z) = T—

(3)

Fiir D(h,) = R, hy(z) = (1 —2%)" ist K = (—1,1), h(z) = {0’ w e (=1,1),z #0,

1, z = 0.

(4) .
Fiir D(jn) =R, jn(z) = ﬁsinnx ist K =R, j(z)=0

(5) Sei D(kn) = [0,1], ky(0) = kn(2) = kn(1) = 0, kn(2) = n und sei k, linear auf den Intervallen

n

[0,2], [£,2] und [2,1]. Dann ist K = [0,1] und k(z) = 0.

(6) Sei D(l,) = [0,1] und bezeichne (g,) eine Aufzihlung der rationalen Zahlen, die in das Intervall
[0, 1] fallen. Sei

17 xe{qtha"'aQn}a
ln(z) =
Oa x€[071]7x7éQ1aQZ7"'7Qn-
Dann ist K = [0, 1] und I(-) die Dirichlet-Funktion, also

(o) = 1, z€[0,1]NnQ,
o, ze[0,1]\Q.

Bei Potenzreihen haben wir gesehen, dass man sie gliedweise differenzieren und integrieren konnte,
d.h. die Operationen des Ableitens und der Grenzwertbildung, sowie des Integrierens und der Grenz-
wertbildung waren vertauschbar. Leider zeigen die vorherigen Beispiele gut, dass wir, wenn es sich nicht
um Potenzreihen, sondern um allgemeinere Funktionenfolgen und Funktionenreihen handelt, auf so et-
was nicht hoffen konnen. Das erste und das dritte Beispiel zeigen, dass die Stetigkeit und damit die
Differenzierbarkeit nicht unbedingt erhalten bleibt. Beim vierten Beispiel sehen wir, dass, obwohl die
Grenzfunktion differenzierbar ist, die Folge der Ableitungen nicht gegen die Ableitung der Grenzfunktion
konvergiert. Beim fiinften Beispiel sehen wir, dass die Folge der Riemann-Integrale, die konstante Folge
1, nicht gegen das Integral der Grenzfunktion konvergiert. Schlieflich sehen wir beim letzten Beispiel,
dass Riemann-integrierbare Funktionen gegen eine nicht Riemann-integrierbare Funktion konvergieren.
Letzteres folgt zum Beispiel auch aus dem Lebesgue-Kriterium, da [,, nur an endlich vielen Stellen unstetig
ist und eine endliche Menge das Maf null hat.

Damit wir also von allgemeinen Funktionenfolgen Ahnliches erwarten kénnen wie das, was wir bei
Potenzreihen gesehen haben, muss der Konvergenzbegriff verschérft werden. Eine mogliche und weit
verbreitete Verschirfung ist die folgende.

2.3. Definition. Sei D(f,) = D(f) = H C R. Wir sagen, dass die Funktionenfolge (f,) gleichmdfig
gegen die Funktion f konvergiert, in Symbolen: f, & f, wenn zu jeder Zahl ¢ > 0 ein Schwellenwertindex
N € N existiert, sodass fiir alle n > N und = € H gilt:

[fn(z) = f(z)] <e.

Analog lasst sich die gleichméfige Konvergenz einer Funktionenreihe definieren. Wenn wir im Folgen-
den betonen wollen, dass die Konvergenz einer Funktionenfolge nicht notwendigerweise gleichméfig ist,
schreiben wir punktweise Konvergenz.

Der wesentlichste Unterschied zwischen den Definitionen der punktweisen und der gleichméfigen Kon-
vergenz besteht darin, ob der zur Zahl ¢ > 0 gefundene Schwellenwertindex N bei der Zahlenfolge (f,,(x))
von der Stelle z abhéngt oder nicht.

Es lésst sich leicht iiberlegen, dass die gleichméfige Konvergenz stéarker ist als die punktweise Konver-
genz.

4Der Vollstandigkeit halber sind auch Bemerkungen und Behauptungen im Zusammenhang mit der Integration enthalten.
Falls der Leser mit dem Begriff des Integrals noch nicht vertraut ist, kann er diese Abschnitte einfach {iberspringen.
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2.4. Behauptung. Wenn (f,) gleichmafSig gegen f konvergiert, dann auch punktweise.

Es ist ebenfalls nicht schwer, das Cauchy-Konvergenzkriterium fiir die gleichméfige Konvergenz zu
formulieren.

2.5. Behauptung (Cauchy-Kriterium). Die Funktionenfolge (f,) ist genau dann auf der Menge H gleich-
mdafig konvergent, wenn fir jedes € > 0 ein N € N existiert, sodass fir alle n,m > N gilt:

|fn(x) - fm(x)| <e.

Beweis. Wenn (f,,) & f, dann sei € > 0 beliebig und wir wihlen den Schwellenwertindex N so, dass fiir

allen > N und z € H gilt:
€
[fule) — )] < &
Durch Anwendung der Dreiecksungleichung erhalten wir, dass, wenn n, m > N, dann

[fn(@) = fm(@)| < |fu(x) = f(@)] + |f(2) = fm(2)] <e.

Umgekehrt, wenn das Cauchy-Kriterium erfiillt ist, dann ist bei festem x die Folge (f,,(x)) eine Cauchy-
Folge, womit eine Funktion f : H — K existiert, sodass (f,,) punktweise gegen die Funktion f konvergiert.
Zu einer festen Zahl € > 0 wihlen wir den Schwellenwertindex N € N so, dass fiir alle n,m > N und fiir
alle v € H gilt:

€
Wenn in dieser Ungleichung m — oo geht, sehen wir, dass fiir alle n > N und fiir alle z € H gilt:
€
|fn(33) - f($)| < 5 < E.
O

Bei Funktionenreihen kann die gleichméfige Konvergenz oft mit Hilfe der folgenden hinreichenden
Bedingung nachgewiesen werden.

2.6. Behauptung (Weierstrak-Kriterium). Sei D(f,) = H C R und nehmen wir an, dass Zahlen (M;)
existieren, sodass fiir alle x € H gilt:

Wenn
ZMi < 00,
i=0

dann ist die Funktionenreihe > (fn) gleichmaflig konvergent.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Cauchy-Kriterium. Sei

Fiir beliebige x € H und m > n gilt:

su(@) — su@] = | 3 fi@)| < 3 1f@l< Y M
i=n+1 i=n+1 i=n+1

Hieraus lésst sich der Beweis unter Verwendung des Cauchy-Kriteriums fiir numerische Reihen abschlie-

Ben. O

2.7. Beispiel. e Sei Y (an(x —x0)™) eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius r > 0. Wenn
0 < R < r, dann ist die Potenzreihe auf dem Intervall [zg — R,z + R] gleichmifig konvergent,
da

lan(z — 20)"| < |anR"|
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fiir jeden Punkt « € [x9 — R, 2o + R] gilt, und nach Voraussetzung
o0
S o
n=0

konvergiert.
e Die Funktionenreihe

(o) .
Z SN NT
2
n
n=0

ist gleichméfig konvergent auf R, da ‘S“T‘L#’ < # fiir alle z € R gilt.

Wir kénnen uns nun der Untersuchung zuwenden, welchen Vorteil wir aus der Einfiihrung des Begriffs
der gleichméfigen Konvergenz ziehen.

2.8. Satz. Sei D(f,)=D(f)=H, fn % f, und sei a € H', ferner existiere
;13}1 fn(x) == bn
fiir jede natirliche Zahl n € N. Dann ist die Folge b,, konvergent, und unter Verwendung der Bezeichnung

b := lim(b,,) gilt:
lim f(z) =b.

r—ra
Anders ausgedriickt besagt der Satz, dass bei gleichméfiger Konvergenz die beiden Grenzwertbildungen
vertauschbar sind, das heifst:
lim lim f,(z) = im lim f,(z).
n—o0o r—a T—ra N—r00
Beweis. Sei € > 0 beliebig und wir wéihlen dazu einen Schwellenwertindex N € N so, dass fiir alle
n,m > N und fir alle x € H gilt:
€
(1) [fu(2) = fm(2)] < 5.
Daraus erhalten wir mit dem Grenziibergang x — a, dass

2) ba = bl < < <,
das heift, dass die Folge (b)) eine Cauchy-Folge ist. Sei b := lim(b,,). Aus der Beziehung (2) erhalten wir
mit dem Grenziibergang m — oo ferner, dass

€

Unter Ausnutzung der Bedingung, dass lim, ,, fy(z) = by, erhalten wir, dass zu £ ein § > 0 existiert,
sodass fiir jedes x € B(a,d) N H gilt:

€
(3) |fn(z) —by| < 3
Schlieflich erhalten wir aus der Beziehung (1) mit dem Grenziibergang m — oo, dass
€
@) () - @) < 2

fiir jedes x € H gilt.
Zusammenfassend haben wir auf der Grundlage der Beziehungen (2), (3) und (4) zur Zahl € > 0 eine
Zahl 6 > 0 gefunden, sodass fir jedes z € B(a,0) N H gilt:

E € €
|f(x) =0l < |f(z) = fn(@)| + | fn (@) = bn| + [bn — b] < 3Tzt3=¢
Wir kénnen die Folgerung fiir die Stetigkeit formulieren.

2.9. Korollar. Sei D(f,) = D(f) = H und a € int H. Wenn f, fir jedes n € N im Punkt a stetig ist,
dann ist auch f im Punkt a stetig.

Die gleichméfige Konvergenz bewéhrt sich auch bei der Untersuchung von Integralen.
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2.10. Satz. Sei D(f,) = D(f) = [a,b] ein Intervall und nehmen wir an, dass f, € R[a,b]. Wenn f, & f,

dann ist f € Rla,b] und
b b
[t [ 2

Beweis. Zu einer gegebenen Zahl ¢ > 0sei N € N ein Schwellenwertindex, fiir den bei beliebigen n,m > N
und fiir alle x € [a, b] gilt:

(5) [fn(2) = fm(2)| <e.

Dann gilt mit der Bezeichnung

b
I, = / fn(x)dz
dass
[, —In| = <e(b—a).

b
/ (Fal@) = fin(@))de

Daraus ist ersichtlich, dass die Folge (I,,) eine Cauchy-Folge ist; bezeichne I := lim([,). Durch den
Grenziibergang m — oo erhalten wir, dass

(6) Iy — 1| <e(b—a).

Da fn auf dem Intervall [a,b] integrierbar ist, existiert zu jeder Zahl € > 0 ein § > 0, sodass fiir jede
Zerlegung Z, fiir die |Z| < 0, und fiir jeden zugehorigen Stiitzstellenvektor &€ = (&1, &, ...,&,) gilt:

<eE.

ZfN(fi)(xi —xi—1) —In

Andererseits erhalten wir aus der Beziehung (5) der gleichméfigen Konvergenz durch den Grenziiber-
gang m — oo, dass

|fn(x) = fz)| <e
fiir alle Zahlen x € [a, b] gilt. Daraus folgt, dass fiir jede Zerlegung Z, die feiner als ¢ ist, gilt:

Z f&) (i —wi1) — ZfN(&)(zz' —Ti-1)

< Z |£(&) — fn(&)l(zi — xio1) < e(b—a).

SchlieRlich miissen wir nur noch summieren, was wir erhalten haben. Fiir jede Zerlegung Z, fiir die | Z| < 0,
und fiir jeden beliebigen zugehorigen Stiitzstellenvektor & = (€1, s, ...,&,) gilt:

<

Zf(ﬁi)(ifi —xi—1) — 1

Zf(fi)(fi — 1) — Z In (&) (zi — xi-1)

+ +Iy—1I|<elb—a)+e+eld—a),

Z In(&) (@i —zi1) — Iy
i=1

was durch geeignete Wahl von § beliebig klein gemacht werden kann. Also ist f auf dem Intervall [a, b]
Riemann-integrierbar und ihr Integral ist gleich I. O

Wir haben bei den vorherigen Sitzen gesehen, dass sich die gleichmiéfiige Konvergenz hinsichtlich der
Stetigkeit und der Riemann-Integrierbarkeit ideal verhélt. Im Hinblick auf die Differenzierbarkeit sollte
uns jedoch das vierte Beispiel aus der Einleitung zur Vorsicht mahnen: j, konvergiert gleichméfig gegen
die Identisch-Null-Funktion, seine Ableitungsfunktionen konvergieren jedoch nicht. Wir kénnen also nicht
Ahnliches iiber die Differenzierbarkeit sagen wie iiber die Stetigkeit und die Riemann-Integrierbarkeit.
Das Beispiel der Potenzreihen zeigt jedoch, dass die Situation nicht véllig hoffnungslos ist.

2.11. Satz. Sei I C R ein offenes Intervall, f, auf I differenzierbar, a € I, die Zahlenfolge (fn(a))
sei konvergent, und wir nehmen an, dass die Folge der Ableitungen (f)) auf I gleichmdfig gegen eine
Funktion g konvergiert. Dann gilt:

(a) (fn) konvergiert auf I punktweise gegen eine Funktion f.

(b) Wenn I endlich ist, dann ist die Konvergenz von (f,) gleichmdafig.
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(c) [ ist differenzierbar und f' = g.
Beweis. Zu einer beliebigen Zahl 1 > 0 wéhlen wir den Index N € N so, dass fiir alle m,n > N an jeder
Stelle x € I gilt:

(@) = fr(@)] <n
und

[fnla) = fm(a)| <n.
Wenden wir dann den Mittelwertsatz von Lagrange auf die Funktion h = f,, — f,, an, erhalten wir:

[fn(@) = o (@)] < |(fn(@) = fin(2)) = (fula) = fm(a))| + [fn(a) = fm(a)|
=[£2(&) = [ (O] -l — al + | fula) = fm(a)] < nlz —a| +1).

Daraus ist ersichtlich, dass zu einer beliebigen Zahl ¢ > 0, wenn 7 < m, mit dem wie zuvor zu n
gewdhlten Schwellenwertindex fiir alle n,m > N gilt:

(7) |fn(z) = fn ()] <é,
also ist die Folge (f,(z)) eine Cauchy-Folge fiir alle = € I. Bezeichne ihre Grenzfunktion f. Der Schwel-
lenwertindex N kann im Allgemeinen von der Stelle x abhéngen, da das n von z abhing. Somit ist die
Konvergenz nicht notwendigerweise gleichméfig. Wenn jedoch I ein endliches Intervall ist, dann existiert
eine Zahl M > 0, sodass [v —a| < M fiir alle z € I gilt. Somit ist durch die Wahl n < 575 die Bedingung
(7) fir jedes x € I erfiillt, wodurch die Konvergenz gleichméfig ist.

Fiir den Beweis der letzten Aussage ist der Schliissel die Ungleichung:

DI o)) < |01 D =Dl DI p o) 174 0) = o)

Wir zeigen, dass dies durch geschickte Wahl der Zahlen N und y beliebig klein gemacht werden kann.
Wihlen wir die Zahl N € N wiederum so, dass im Fall m,n > N an jeder Stelle z € T

(@) = f(@)] <n

erfiillt ist. Dann erhalten wir durch den Grenziibergang m — oo, dass fiir alle z € I gilt:

|fn(z) —g(z)| <.

Sei m > N und wenden wir den Mittelwertsatz von Lagrange auf die Funktion h = f,, — fny und fiir

<

einen beliebigen Punkt =,y € I, z # y an. Dies bedeutet, dass
Jm W) — fm(@)  InQy) —In@)| | (Fn(y) — W) — (fm(@) — f(2))
y—x y—x y—x
Daraus erhalten wir durch den Grenziibergang m — oo, dass
fly) = fl@)  fnly) — (@)
y—x y—x
Schlieflich wissen wir, dass fy auf dem Intervall I differenzierbar ist, also auch im Punkt z € I, d.h. zu

der Zahl n > 0 existiert ein § > 0, sodass fiir jedes y € B(x,d) N T gilt:
In() — fn(z) /
I o)

Zusammenfassend haben wir zu einem gegebenen = € [ fiir jede Zahl > 0 ein 6 > 0 gefunden, sodass,
wenn y € B(x,d) N1, dann

| () — Frelm)] <.

=7

<.

ﬂw:f@ﬂ_gm><’ﬂw:f@)_ﬁﬂw:fﬂw
Yy—x Yy—x Yy—x
# [ IO INE) )|+ o) — o)) < 30
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