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Zerlegungen und Riemann-Summen

Zerlegung und Stiitzstellen

Sei [a, b] ein Intervall. Eine Zerlegung Z = {xo, x1, ..., X} teilt [a, b] in Teilintervalle
Ik = [xk—1, xk] mit Langen |lx] = xx — xk—1.
Ein Stiitzstellenvektor & = (&1, .. .,&,) erfiillt & € Ix.

Riemann-N3herungssumme

Fiir eine Funktion f : [a, b] — R definieren wir die Riemann-Summe als:

S(f,Z,€): Zfsk A

A\

Riemann-Integrierbarkeit: f ist Riemann-integrierbar, wenn fiir jede Folge von Zerlegungen

mit Feinheit |Z| — 0 und beliebige Stiitzstellen die Riemann-Summen gegen einen eindeutigen
b .

Grenzwert [ f(x)dx konvergieren.
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Darboux-Summen

Fiir beschrankte Funktionen f € Bja, b] definieren wir my := inf,¢, f(x) und
My := sup,¢,, f(x).

Untersumme und Obersumme

Untersumme:  s(Z) :=> 7 _; my|lk]|
Obersumme:  S(Z) :=>"7_; M|l

Darboux-Integrierbarkeit

Es gilt stets s(Z) < S(f, Z,€&) < S(2).
f ist genau dann (Riemann-)integrierbar, wenn zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z existiert mit:

S(Z2)-s(2)<e
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Treppenfunktionen

Definition: Treppenfunktion

Eine Funktion ¢ : [a, b] — R heit Treppenfunktion, wenn es eine Zerlegung Z = {xo, ..., Xn}
von [a, b| gibt, sodass ¢ auf jedem offenen Teilintervall (xx—_1, xx) konstant ist.

o(x) = ¢, fiir x € (xk—1, xk)

Eigenschaften:
@ Treppenfunktionen sind immer Riemann-integrierbar.

@ Das Integral l3sst sich trivial exakt berechnen:

n

b
/ o(x)dx = Z ck(Xk — Xk—1)

k=1
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Gleichmalkige Approximation

Satz (Approximation durch Treppenfunktionen)

Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion. Dann existiert zu jedem & > 0 eine Treppenfunktion
¢ : [a, b] — R, sodass fiir die Supremumsnorm gilt:

If —@lle = sup [f(x) —p(x)] <€

x€[a,b

Bedeutung: Jede stetige Funktion ldsst sich gleichmaPig durch Treppenfunktionen
approximieren. Da der gleichmaBige Limes Riemann-integrierbarer Funktionen wieder
Riemann-integrierbar ist, liefert dies einen direkten Beweis fiir C[a, b] C R|a, b].
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Beweis: GleichméaRige Approximation (Teil 1)

Beweis.

Sei € > 0 vorgegeben. Da f auf dem kompakten Intervall [a, b] stetig ist, ist f nach dem Satz
von Heine (Heine-Cantor) dort sogar gleichmabBig stetig.

Das bedeutet, es existiert ein § > 0, sodass fiir alle x, y € [a, b] mit |x — y| < gilt:
[f(x) —fly)l <e

Wir wahlen nun eine feste Zerlegung Z = {xp, x1, ..., xn} des Intervalls [a, b], deren Feinheit
|Z| < ¢ erfillt. O

v

Vorlesung Analysis Riemann-Integral & Quadratur 25. Marz 2026



Beweis: GleichméaRige Approximation (Teil 2)

Beweis.

Wir konstruieren nun die Treppenfunktion . Fiir jedes Teilintervall Iy = [xx_1, xx| definieren
wir:

o(x) == f(xk_1) fir x € [xx_1,xx)
und setzen am Randpunkt ¢(b) := f(b).

Sei nun x € [a, b) beliebig. Dann liegt x in genau einem Intervall [xx_1, xx). Da
©(x) = f(xk—1) und der Abstand |x — xx_1| < |xx — xk—1| < |Z] < 9 ist, folgt aus der
gleichmaBigen Stetigkeit sofort:

[F(x) = ()| = [f(x) = f(xa-1)l <€

Da dies fiir alle x € [a, b] gilt (am Punkt b ist der Fehler exakt 0), ist ||f — ¢||e < €.
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Idee der numerischen Quadratur

Oft ist die Stammfunktion einer Funktion f nicht elementar angebbar (z.B. e**) oder nur
diskrete Messwerte sind bekannt.

Ziel: Approximiere das Integral durch eine gewichtete Summe von Funktionswerten:

b n
/ f(x)dx ~ Zwif(x,-)
a i=0

Wir untersuchen nun zwei elementare Bausteine (fiir ein einzelnes Intervall [a, b] mit

h:= b — a), die in der Praxis zu ,,zusammengesetzten" Quadraturformeln aneinandergereiht
werden.
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Die Mittelpunktsregel (Rechteckregel)

Wir approximieren die Flache unter f durch ein Rechteck, dessen Héhe der Funktionswert in

der Mitte des Intervalls ist. Sei m := %b.

Qum(f) == (b—a)f(m)

v,

Satz: Fehlerabschatzung der Mittelpunktsregel

Sei f € C?([a, b]). Fiir den Fehler Ep(f) := fab f(x)dx — Qum(f) gilt:

(b)

[Em(F)] < = [1"lloc
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Beweis: Fehler der Mittelpunktsregel (Teil 1)

Beweis.

Wir entwickeln f in ein Taylorpolynom vom Grad 1 um den Entwicklungspunkt m = a“z'b:

F(x) = F(m) + F/(m)(x — m) + S F(€)(x — m)

wobei &, zwischen x und m liegt.

Wir integrieren diese Darstellung tiber [a, b]:

/ab f(x)dx = /ab f(m)dx + /ab f'(m)(x — m)dx + /ab @(X — m)2dx
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Beweis: Fehler der Mittelpunktsregel (Teil 2)

Beweis.

Wir berechnen die Terme:
@ [’ f(m)dx = f(m)(b— a) = Qu(f).

21b 2 2
(2] fab(x — m)dx = [@} = (b_Qm) — (3_2'") =0, da m exakt in der Mitte liegt.

a
Es verbleibt nur der Restterm fiir den Fehler Ey:

f// b
EM(f):/ g)(x—m)2dx
a
Abschatzung mit Betragen:
1o (%
[Em(f)l < = (x — m)?dx
a

[l
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Beweis: Fehler der Mittelpunktsregel (Teil 3)

Beweis.

Wir werten das verbleibende Integral aus:

() (7))

Eingesetzt in unsere Ungleichung:

Einsetzen der Grenzen (b — m = 252 und a — m = —£52):

Hf”Hoo (b—a)3 (b—a
En(f) < 5 =
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Die Trapezregel

Wir approximieren f durch eine lineare Funktion (Sekante), die durch die Punkte (a, f(a)) und
(b, f(b)) verlauft. Die Fliche ist ein Trapez:

Qr(f) = b; “(f(2) + £())

v,

Satz: Fehlerabschatzung der Trapezregel

Sei f € C([a, b]). Fiir den Fehler E7(f) := [ f(x)dx — Qr(f) gilt:

(b—a)°

<
Er(] < 20

110

\
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Beweis: Fehler der Trapezregel (Teil 1)

Beweis.

Sei p1(x) das lineare Interpolationspolynom von f an den Stellen a und b. Das Integral iiber
p1(x) ist exakt die Trapezregel: fab p1(x)dx = Qr(f).
Aus der Theorie der Polynominterpolation kennen wir die Fehlerdarstellung fiir x € [a, b]:

)~ pr() = T (— 2)(x - b)

wobei &, € [a, b].
Der Quadraturfehler ist das Integral iiber diesen Interpolationsfehler:

b b gn
ET(f):/a (f(x)—pl(x))dx:/a f (fx)(x—a)(x—b)dx
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Beweis: Fehler der Trapezregel (Teil 2)

Beweis.

Wir schatzen den Betrag ab. Beachte, dass (x — a)(b — x) > 0 fiir x € [a, b] gilt (wir drehen
das Vorzeichen von (x — b) um, um den Betrag zu nehmen):

Er(£)] < ”fﬁ”“’/a G — ANt —

Substitution: x = a+ t(b — a) mit t € [0,1] und dx = (b — a)dt.
Dabeiist x —a=t(b—a)und b—x=b—a—t(b—a)=(1—-t)(b—a).

b 1
/(x—a)(b—x)dx:/ ((b—2)- (1— t)(b—a)- (b a)dt
a 0

= (b—a)® 1t(1—t)dt

=2 [
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Beweis: Fehler der Trapezregel (Teil 3)

Beweis.

Wir berechnen das verbleibende Integral iiber t:

1 2 1Y 1 1 1
= Bde=———| ==—=—=-
/0( ) [2 3]0 2 3 6

Zusammengesetzt ergibt das den Wert des Integrals:
b
/ (x — a)(b — x)dx = L= 3
a

Eingesetzt in unsere Abschitzung:

1"l (b—2)* _ (b

<
Er(h)] < TR 2

L.
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